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Vorwort. 

Xn der Astronomie und einigen Tbeilen der Physik bat 
die Anwendung der Wahrscheinlichkeits- Rechnung seit etwa 
fünfzig Jahren zu einer vorher ungeahnten Schärfe in der 
Bestimmung der Constanten, so wie auch zu andern wichtigen 
Entdeckungen geführt Diese Rechnungs - Art dient nicht nur 
zur Auffindung der wahrscheinlichsten Resultate aus einer 
gröfsern Anzahl von Beobachtungen, sondern sie läXst auch 
die gewonnene Sicherheit richtig beurtheilen. Sie beseitigt 
daher jede Willkühr und lehrt die Zuverlässigkeit jedes Schrit- 
tes würdigen. In andern Wissenschaften hat man von ihr 
nur ausnahmsweise Gebrauch gemacht, und in diesen werden 
nicht selten noch gegenwärtig Gesetze aufgestellt, die weder 
in sich begründet, noch durch die Erfahrung hinreichend be- 
stätigt sind. 

Nachdem ich mehrere Jahre hindurch mich mit Astro- 
nomie beschäftigt hatte und darauf zum Studium der Bau- 
kunst überging, überraschte mich der grofse Unterschied in 
der Begründung beider Wissenschaften. Einzelne, und zwar 
oft sehr unsichere Wahrnehmungen genügten zuweilen hier 
schon zur Herleitung allgemeiner Gesetze. Eben so verhielt 
es sich auch mit den Theorien, welche diese Gesetze bestä- 
tigen sollten. Oberflächliche Betrachtungen, die unter gewis- 
sen zweifelhaften Voraussetzungen den Zusammenhang der 
Erscheinungen ungefähr errathen liefsen, vertraten vielfach 
die Stelle vollgültiger Beweise. 

In neuerer Zeit sind zwar verschiedentlich die mechani- 
schen Verhältnisse mit wissenschaftlicher Schärfe aufgefafst 
und in Rechnung gestellt, doch vermifst man dabei noch im- 
mer die methodische Benutzung der Beobachtungen. Ganz 
allgemein begnügt man sich mit Mittelwerthen und läfst die 
Abweichungen der einzelnen Messungen unbeachtet, die doch 
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allein zur Beurtheilung der Sicherheit der Resultate dienen 
können. Diese Mittelwerthe verwechselt man aber mit den 
äuTsersten Grenzen und nennt eine Construction sicher, wenn 
man nach den zum Grunde liegenden Erfahrungen mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit ihreii Einsturz und ihre Haltbarkeit erwar- 
ten kann. Eine solche Sicherheit genügt augenscheinlich nicht, 
woher man willkührlich gewisse Vielfache derselben den Ent- 
würfen zum Grunde legt In allen sonstigen Lebens -Ver- 
hältnissen ist die Sicherheit das Aeufserste, was man erstrebt, 
und nur selten erreicht man sie wirklich. Für mehrfache 
Sicherheit zu sorgen ist zwecklose Verschwendung der 
Mittel, üeberraschend ist es daher, dafs die Behörden und 
Gesellschaften, welche Bauten ausführen lassen, die Kosten 
dafür bewilligen, wenn in den Anschlägen von zehn- und 
zwanzigfacher Sicherheit die Rede ist, also zugestanden wird, 
dafs nahe in gleichem Verbältnisse die Bausummen über das 
Bedürfnifs hinaus gesteigert sind. Wenn der Schneider sagt, 
dafs er zu einem Rocke drei Ellen Tuch braucht, so denkt 
niemand daran, der gröfsern Sicherheit wegen ihm dreifsig 
oder sechszig Ellen zu geben. 

Diese eigenthümliche Auffassung ist indessen keineswegs 
ein an sich unschädlicher Irrthum, sie hat vielmehr jene Will- 
kühr in der Veränderung der Mittelwerthe zur Folge. Wenn 
man auch vermuthen darf, dafs für vielfach benutzte Bau- 
Materialien und Oonstructions- Arten sich bereits passende 
Regeln durch die Erfahrung herausgestellt haben, so ist doch 
die unmittelbare Uebertragung derselben auf andre Fälle durch- 
aus ungerechtfertigt und man mufs dabei besorgen, dafs man 
entweder die Haltbarkeit beeinträchtigt, oder den Bau un- 
nöthiger Weise vertheuert. 

Unter diesen Umständen wünschte ich meine Fachgenos- 
sen ^aufs Neue an die Benutzung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung zu erinnern. Hierzu bot sich die Gelegenheit, in- 
dem die Herren Ernst und Korn, in deren Verlag so viele 
und so wichtige Werke der Architektur und der Ingenieur- 
Wissenschaften erschienen sind, sich bereit erklärten, die noch 
vorhandenen Exemplare der ersten Ausgabe dieser Grundzüge 
dem früheren Verleger abzukaufen und zu vernichten, und 
die Herausgabe der vorliegenden Umarbeitung zu übernehmen. 
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Als jene erste Ausgabe vor dreifsig Jahren veröffentlicht 
wurde, warnte mich mein berühmter Lehrer und väterlicher 
Freund Bessel vor der Erwartung baldiger Erfolge. Zehn Jahre 
werden vergehn, schrieb er mir, bevor Ihre Absicht gefafst 
wird, und die folgenden zehn Jahre hindurch werden Ihre 
Leser sich noch besinnen, ob sie davon Gebrauch machen 
sollen. 

Der erste Theil dieses Ausspruches hat sich vollständig 
bestätigt, und der zweite noch um so mehr, als die Wahr- 
scheinlichkeits- Rechnung bis jetzt in den Hülfs Wissenschaften 
der Baukunst überaus selten Anwendung gefunden hat Zum 
Theil mögen die Zeitverhältnisse die Verzögerung veranlafst 
haben. Das Jahr 1848 brachte mit dem politischen Um- 
schwünge auch die sogenannten praktischen Auffassungen zu 
einer überwiegenden Geltung. Wie der sinnreiche Junker 
von La Mancha es für gerathener hielt, an die Festigkeit 
seines verbesserten Helmes zu glauben, als ihn einer Probe 
zu unterwerfen, die er wahrscheinlich nicht bestanden hätte, 
so ist es viel bequemer und für die nächsten Zwecke viel 
förderlicher, aus einzelnen Erfahrungen allgemein gültige Re- 
geln abzuleiten, als unbefangen und sorgsam diese Wahrneh- 
mungen zu prüfen und zu untersuchen, zu welchen Schlüssen 
sie wirklich berechtigen. 

Andrer Seits scheint aber auch manche Unklarheit in der 
Fassung der ersten Ausgabe der Benutzung des Buches stö- 
rend entgegen getreten zu sein. Der Weg, den ich zur Her- 
leitung des von Gaufs aufgestellten Gesetzes in Betreff der 
Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Fehler gewählt hatte, 
war ohne Zweifel naturgemäfs und einfach, so wie auch rich- 
tig, wenn die dabei eingeführten Voraussetzungen als gültig 
angesehn werden dürfen. Die Wahrscheinlichkeit des Vor- 
kommens der Fehler von verschiedener Gröfse wird in der 
That durch die Glieder des zur Potenz unendlich erhobe- 
nen Binomiums l-H 1 dargestellt, wenn die Abstände dieser 
Glieder von dem mittleren, der Gröfse der Fehler proportio- 
nal sind. Die Uebereinstimmung stellt sich auch schon sehr 
nahe ein, wenn dieses Binomium nur zu irgend einer hohen, 
also etwa zur fünfzigsten Potenz erhoben wird. Trägt man 
diese Glieder als Ordinaten auf und eben so auch die nach 
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der Formel von Gaufs berechneten Wahrscheinlichkeiten der 
um entsprechende Gröfsen verschiedenen Fehler, so fallen 
beide Curven so nahe zusammen, dafs man keine weitere Ab- 
weichungen bemerken kann, als dafs in der ersteren die sehr 
grofsen Fehler, deren Wahrscheinlichkeit verschwindend klein 
ist, nicht mehr ausgedrückt sind. Für die in der Wirklich- 
keit vorkommenden Fehler würde daher das Gesetz schon 
mit genügender Schärfe sich dargestellt haben, wenn ich die 
Voraussetzung der unendlich vielen Fehler- Ursachen, die eben 
Bedenken erregt hat, nicht gemacht hätte. Diese Voraus- 
setzung war aber die allgemeinste, die gewählt werden konnte, 
und irgend eine bestimmte Zahl liefs sich mit einigem Grunde 
dafür nicht einführen. 

Ich habe hiernach keinen Anstand genommen, dieselbe 
Herleitung des Hauptsatzes beizubehalten, doch bin ich be- 
müht gewesen, diejenigen Schwierigkeiten zu beseitigen, die, 
wie mir bekannt, zuweilen Anstofs erregt haben. Auch in 
der Entwickelung der übrigen Gesetze sind vielfache Aende- 
rungen eingeführt, während die Beispiele zur Erläuterung der 
Anwendung zum Theil durch andre ersetzt und Tabellen zur 
Erleichterung der Rechnung beigefügt sind. In dieser Weise 
ist beinahe das ganze Werk umgearbeitet Nur der letzte 
Abschnitt, der vom Nivelliren handelt und der auch heutiges 
Tages noch vielfache Berücksichtigung verdienen dürfte, ist 
wesentlich ungeäudert geblieben. 

Am 1. Juni 1867. 

O. Hagen. 
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I. Abschnitt. 

Hanptsfttce der Wabrscliemlielikeits-BeGbiiuiig. 

§ 1. 

^vTäbe es einen Verstaud, sagt Laplace, der alle Kräfte kennt, 
welche in einem gewissen Zeitpunkte die Natur beleben, so wie alle 
gegenseitigen Beziehungen der Wesen in ihr, und wäre derselbe fä- 
hig, diese gegebenen Gröfsen in Rechnung zu stellen, so würde er 
die Bewegung der Himmelskörper, wie die der leichtesten Staub- 
flöckchen in demselben analytischen Ausdrucke umfassen. Für ihn 
wäre nichts ungewifs, Vergangenheit und Zukunft ständen klar vor 
seinen Augen ! In der Entwicklung der Astronomie hat der mensch- 
liche Geist sich zu einem schwachen Abbilde dieses Verstandes er- 
hoben." 

Doch nicht nur die leblose Natur, sondern auch die belebte, 
und selbst die denkenden Wesen in ihr folgen nur bestimmten Kräften. 
Jeder Entschlufs und jede That wird durch gewisse innere oder äufsere 
Eindrücke veranlafst. Die Geschicke der Völker, wie der Einzel- 
nen, sind die nothwendige Folge vorangegangener Begebenheiten tind 
Auffassungen. 

In der eigentlichen Bedeutung des Wortes giebtes sonach keinen 
Zufall. Wird jedoch ein Ereignifs durch Ursachen herbeigeführt, 
die uns entweder ganz unbekannt sind, oder deren Zusammenhang 
und Wirksamkeit wir nicht so vollständig zu fassen und zu verfolgen 
vermögen, dafs wir ihr Resultat, oder eben jenes Ereignifs vorher 
bestimmen können, so ist es ftir uns eben so räthselhaft, als wenn 
es vom Zufall abhinge, und wir nennen es zufällig. 

Werfen wir einen Würfel auf, so wird die Lage, die er annimmt, 
oder die Seite, die nach oben gerichtet bleibt, allein durch den Stofs 
bedingt, den wir ihm ertheilen. Wären wir im Stande, das Maafs 
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dieses Stofses mit Rücksicht auf das Auffallen auf den Tisch genau 
zu berechnen, und könnten wir die Bewegung unserer Hand ebien 
so scharf abmessen, so würde es keine Schwierigkeit haben, jede be- 
liebige Seite des Würfels erscheinen zu lassen. Beides ist aber nicht 
möglich, denn theils sind die mechanischen Verhältnisse zu verwickelt, 
als dals wir sie leicht verfolgen könnten, theils aber lälst sich der 
Schwung und die Richtung, die wir dem Würfel ertheilen, nicht ge- 
nau genug abmessen. Die geringste Vermehrung der Kraft, die 
unserm Gefiihle schon entgeht, verändert wesentlich die Verhältnisse 
und veranlafst ein ganz anderes Resultat. Wir föhren in diesem 
Falle selbst das Ereignifs herbei, ohne es nach unserm Willen zu 
lenken oder die Art seines Eintreffens vorher zu sehn. Es ist da- 
her für uns zufällig. 

Wird der Würfel nur einmal aufgeworfen, so kann man keine 
der sechs Seiten desselben mit gröfserer Wahrscheinlichkeit, als eine 
andre erwarten. Benutzt man dagegen zwei Würfel, so sind zwar 
wieder bei jedem derselben die sechs Seiten in gleichem Grade wahr- 
scheinlich, und da bei jeder Lage des ersten Würfels der zweite 
sechs verschiedene Lagen annehmen kann, so eiitstehn daraus sechs 
und dreifsig gleich mögliche Fälle. Berücksichtigt man aber nur die 
Summe der Augen der auf beiden nach oben gekehrten Seiten, so 
vermindert sich die Anzahl der verschiedenen Fälle auf eilf. Die 
Summe kann nämlich betragen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 oder 12. 
Diese Fälle sind aber keineswegs gleich wahrscheinlich, denn 
von jenen sechs und dreifsig Lagen giebt 

Augen 
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der wahrscheinlichste Wurf ist demnach sieben, und die unwahr- 
scheinlichsten sind zwei und zwölf. In den Kinderspielen pflegt 
diese Verschiedenheit auch berücksichtigt zu werden, indem für die 
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beiden letzten Würfe die gröfsten Gewinne, jEÜr den ersten dagegen 
kleine Verluste ausgesetzt sind. 

Aehnliche Resultate ergeben sich, wenn man eine gröfsere An- 
zahl von Würfeln benutzt. Der wahrscheinlichste Wurf ist immer 
das Product aus der Zahl der Würfel in die Durchschnittszahl der 
Augen auf den sämmtlichen Seiten eines Würfels. Der gewöhnliche 
Spielwürfel hat sechs Seiten, worauf 1 bis 6, also zusammen 21 Au- 
gen sich befinden. Die Durchschnittszahl der letzteren beträgt 3^, 
also der wahrscheinlichste Werth der Summen der geworfenen Au- 
gen ist bei zwei Würfeln gleich 7, bei vier gleich H u. s. w. 

. Untersucht man ferner, wie viele unter den gleich wahrschein- 
lichen Fällen eine Anzahl von Augen darstellen, welche sich nur 
wenig von diesem wahrscheinlichsten Wurfe entfernen, so gelangt 
man noch zu einem andern wichtigen Resultate. Die als zuläfsig 
angenommene Abweichung sei beispielsweise dem siebenten Theile 
des wahrscheinlichsten Werthes gleich, alsdann giebt es bei einem 
Würfel nur zwei Würfe, nämlich 3 und 4, in denen diese Grenze 
nicht überschritten wird. Die Zahl der günstigen Fälle ist also gleich 
dem dritten Theile oder 0,333 der sechs möglichen Fälle. Bei zwei 
Würfeln sind 6, 7 und 8 diejenigen Würfe, die nicht mehr, als um 
den siebenten Theil von der Mittelzahl oder von 7 abweichen. Die 
Anzahl der sämmtlichen Combinationen beträgt aber 6 . 6 ss 36, und 
davon geben, wie man sich leicht überzeugen kann, 16 jene drei Zahlen. 
Das Verhältnifs der günstigen Würfe stellt sich also nunmehr auf 
16:36 oder es ist 0,444. Bei drei Würfeln wird dieses unter Bei- 
behaltung derselben Grenze 104:216 oder 0,482, bei vier Würfeln 
676 : 1296 oder 0,522 u. s. w. 

Es ergiebt sich hieraus, dafs schon bei einem Wurfe mit vier 
Würfeln, oder was dasselbe ist, beim viermaligen Aufwerfen eines 
Würfels, der gröfste Theil der gleich möglichen Fälle Resultate giebt, 
die von dem mittleren, oder dem wahrscheinlichsten Werthe sich 
nicht weiter, als um den siebenten Theil entfernen. Bei einer noch 
gröfseren Anzahl von Würfen wird man sich diesem Werthe noch 
mehr nähern, und so vermindert sich bei öfterer Wiederholung der 
Einflufs des einzelnen zufalligen Wurfes, und das Resultat stellt in 
zunehmender Schärfe den mittleren Werth dar. 

Der Begriff des Wettens erläutert sehr anschaulich diese Ver- 
hältnisse. Zu einer richtigen Wette gehört aber, dafs die Gröisen des 
Gewinnes und Verlustes im umgekehrten Verhältnifs der Wahrschein- 
lichkeit des Gewinnes zu der des Verlustes stehn. Wettet man z. B., 



dalfl beim einmaligen Aufvirerfen zweier Würfel zwei gleiche Zahlen 
erscheinen werden, so führen unter den 36 gleich möglichen F&Uen 
sechs dieses EreigniTs herbei, während es in den übrigen dreifsig 
nicht eintritt. Die Wahrscheinlichkeit des Gewinnes verhält sich 
also zu der des Verlustes wie 1 zu 5, oder der Gewinn mufs das 
Fünffache des Verlustes betragen. 

§ 2. 

Die Fehler der Messungen und Beobachtungen sind, 
wie im Folgenden ausführlich nachgewiesen werden wird, zufällige 
Erscheinungen. Sie treten bei jeder Wiederholung aufs Neue ein, 
und wenn man auch ihre wahre Gröfse gewöhnlich nicht kennt, so 
kann man doch aus den Abweichungen bei mehrfacher Ausführung 
derselben Messung auf die Gröfse der Fehler schliefsen, und hieraus er- 
kennen, ob das Resultat als hinreichend sicher angesehn werden darf 
oder nicht. Diese Wiederholungen haben aber auch noch einen andern 
Zweck, sie dienen nämlich zur Berichtigung des Resultates. Letzteres 
setzt sich zusammen aus dem wahren Werthe der gesuchten Gröfse 
und aus dem jedesmaligen Beobachtungsfehler, der eben so gut po- 
sitiv, wie negativ sein kann. Dieser Fehler tritt, so lange er wirklich 
zufällig ist, und nicht etwa constante Ursachen das Resultat immer in 
demselben Sinne entstellen, ganz verschieden auf. Wie beim fortge- 
setzten Würfelspiele der wahre mittlere Werth immer schärfer sich 
zu erkennen giebt, so verliert auch bei fortgesetzter Wiederholung 
der Messung der zufällige Fehler der einzelnen Ablesung immer 
mehr seinen Einflufs auf das Resultat, und letzteres stellt sich mit 
immer gröfserer Genauigkeit dar. 

Solche vielfachen Wiederholungen oder Repetitionen sind in- 
dessen, vom Zeitverluste abgesehn, schon in sofern bedenklich, als 
im Allgemeinen die Aufmerksamkeit sich dabei schwächt, und sonach 
eine oder zwei Messungen leicht ein besseres Resultat geben, als wenn 
man deren 10 oder 20 anstellt. Demnächst treten dabei auch wohl 
constante Fehler ein, die sich aus der Vergleichung der gefimdenen 
Werthe nicht erkennen lassen, also Veranlassung eben, diesem Re- 
sultate einen hohem Grad von Genauigkeit beizulegen, als es wirk- 
lich hat. 

Vorzugsweise mufs der Täuschungen gedacht werden, die in 
gewissem Grade schwer zu vermeiden sind, selbst wenn man alle 
Ablesungen selbst macht und alle Theile der Operation sorgfältig 



überwi^cht. Vor groben Täuschungen kann man sich bei einiger Auf- 
merksamkeit zwar hüten, aber in der Nähe der Grenze des deutlichen 
Sehns treten leicht Selbsttäuschungen ein, die bei jeder unmittelbar 
darauf wiederholten Messung in gleichem Sinne sich wiedereinstellen. - 
Es mag hierbei auf eine Erfahrung hingewiesen werden, die wahr- 
scheinlich jeder Leser mehrfach gemacht hat. In einiger Entfernung 
bemerkt man eine Inschrift, man erkennt deutlich die einzelnen Zei- 
len, auch die Trennung der Worte, und selbst einige Buchstaben sind 
kenntlich, das Ganze kann man aber nicht lesen, weil bei dem zu 
weiten Abstände die Buchstaben noch in einander fliefsen. Wenn 
alsdann jemand uns die Inschrift nennt, oder wir dieselbe errathen, 
so wird sie plötzlich vollkommen deutlich, und wir sind verwundert, 
dafs wir sie früher nicht lesen konnten. Im Geiste gestaltet sich 
ein Bild der Schrift, dieses legen wir^ über den noch unklaren sicht- 
baren Gegenstand, und letzterer nimmt sogleich die Formen des er- 
steren an. Obwohl wir aber nunmehr ganz sicher zu sein glauben, 
60 ist dieses doch keineswegs immer der Fall, und oft bemerken wir, 
indem wir näher treten, wie sehr wir geirrt haben. Das geistige Bild 
ist wegen seiner VoUständigkeit und Klarheit so vorherrschend, dafs 
wir die Abweichungen des wirklichen Bildes nicht gewahr werden. 
In dieser Weise gestaltet sich auch leicht eine Erscheinung anders, 
als sie wirklich ist, sobald wir vorher schon ein Urtheil darüber uns 
gebildet haben, oder wir eine gewisse Form oder ein gewisses Maafs 
erwarten. 

Täuschungen dieser Art bleiben indessen immer innerhalb ge- 
wisser beschränkter Ghrenzen, und vor groben Irrungen kann man 
sich durch Aufmerksamkeit und Uebung leicht hinreichend sichern. 
Jedenfalls ist es aber nothwendig, das ganze Verfahren der Messung, 
so wie auch die dabei benutzten Instrumente und Apparate einer 
sorgfältigen Prüfung zu unterwerfen, und sich dadurch zu über- 
zeugen, welchen Einflufs die noch bleibenden unvermeidlichen Fehler 
auf das Resultat haben können. 

Dieser Vorsicht ohnerachtet erreicht man dennoch niemals die 
absolute Sicherheit, dafs der Fehler nicht vielleicht in einzelnen Fäl- 
len die erlaubte Grenze überschreitet und sogar sehr grofs wird. 
Im Folgenden wird gezeigt werden, wie man aus gewissen Proben 
die Wahrscheinlichkeit ftlr das Innehalten gegebener Fehlergrenzen 
berechnen kann, oder um wieder den Begri£f des Wettens einzuftlh- 
ren, wieviel man gegen Eins wetten darf, dafs diese Grenzen nicht 
überschritten werden. Bei gehöriger Aufmerksamkeit und wenn die 



ftufsem Verhältnisse nicht gar zu ungünstig sind, wird bei gewöhn- 
lichen Aufnahmen eine Wette von 1 gegen 999 sich wohl rechtfer- 
tigen, oder der Feldmesser hat zu erwarten, dafs er bei 1000 Mes- 
sungen, die er ausföhrt^ nur einmal einen unerlaubten Fehler begeht. 
Genügt ihm dieses nicht, so kann er durch gröfsere Sorgfalt und 
durch Benutzung besserer Instrumente einen hohem Grad von Ge- 
nauigkeit erreichen und sich dadurch vollständiger sichern. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in 10000 Fällen nur einmal ein Ereignifs 
nicht eintritt (also in diesem Beispiele, dafs die vorschriftsmäfsige 
Schärfe der Messung nicht erreicht wird) betrachtet man im gewöhn- 
lichen Leben schon als volle Sicherheit. 

Wenn es befremden sollte, dafs die volle Sicherheit stets uner- 
reichbar bleibt, so mufs darauf hingewiesen werden, wie die Wahr- 
scheinlichkeit sehr ungewöhnlicher Ereignisse so geringe werden kann, 
dafs das Eintreten' derselben nicht in Billionen von Jahren (§ 13) 
zu erwarten steht, obwohl es an sich immer möglich bleibt. In die- 
ser Beziehung ist anzunehmen, dafs noch niemals grofse Fehler ohne 
Verschulden des Beobachters eingetreten sind, und es rechtfertigt 
sich voUständig, ftlr solche denjenigen verantwortlich zu machen, der 
eine Messung ausföhrt. Geschähe dieses nicht, so würde jede Nach- 
lässigkeit durch das zufällige Anwachsen der Fehler entschuldigt 
werden. 



§3. 

Es ergiebt sich schon aus Vorstehendem, wie mannigfaltig die 
Anwendungen der Wahrscheinlichskeits - Rechnung sind. Für den 
vorliegenden Zweck kommt es zwar nur darauf an, diejenigen Me- 
thoden zu entwickeln, welche bei Beobachtungen und Messungen zu 
den zuverlässigsten Resultaten ftlhren, und zugleich die Sicherheit 
der letzteren richtig beurtheilen lassen. Bei der grofsen Wichtigkeit 
des Gegenstandes und seiner innigen Beziehung zu allen Verhältnissen 
des Lebens wird es sich indessen rechtfertigen, wenn die zehn Haupt- 
sätze dieser Rechnungsart^ welche Laplace aufgestellt hat*), hier voU- 
ständig mitgetheilt werden. In ihnen finden, wie der Verfasser sagt, 
die ewigen Gesetze der Vemunfl und Wahrheit ihre Begründung. 

Diesen Sätzen sind nachstehend einige Erläuterungen, so wie 
auch die nöthigen analytischen Entwickelungen beigef&gt. 



*) Essai philosophiqae sur l^s probabilites. 



I. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist das 
Verhältnifs der Anzahl der Fälle, die dasselbe herbeiführen, zur An- 
zahl aller möglichen Fälle. 

Der Ausdruck Wahrscheinlichkeit hat hier eine sehr bestimmte 
und ganz andere Bedeutung, als in der gewöhnlichen Sprache. So 
würde man z. B. nicht sagen, dais es wahrscheinlich sei, beim ein* 
maligen Aufwerfen eines Würfels ein Ass zu treffen, nach vorstehen- 
der Erklärung giebt es aber dafür eine bestimmte Wahrscheinlichkeit, 
und zwar ist dieselbe l , weil es sechs gleich wahrscheinliche Fälle 
giebt, von denen einer dieses Ereignifs herbeiftthrt. Die Wahr- 
scheinlichkeit, nicht Ass zu werfen, ist gleich § . Die Summe Beider 
ist die Gewifsheit, dafs entweder das Eine oder das Andre eintre- 
ten wird. Nach der eingeführten Bezeichnung ist die Gewifsheit 
immer gleich Eins. 

n. Der vorstehende Satz gilt nur, wenn alle verschiedenen Falle 
gleich möglich sind. Findet dieses nicht statt, so mul's man die 
Möglichkeit ihres Eintreffens näher untersuchen, was häufig nicht 
leicht ist. Die Wahrscheinlichkeit des erwarteten Ereignisses ist als- 
dann gleich der Summe aller dieser günstigen Möglichkeiten, die in 
gleicher Weise wie die Wahrscheinlichkeiten gemessen werden, also 
stets ächte Brüche sind. 

Ein Beispiel wird dieses erläutern. Man wirft eine flache Münze 
auf, deren Seiten mit Bild und Schrift bezeichnet werden. Es fragt 
sich, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, in zwei Würfen wenig- 
stens einmal Bild zu werfen. Es giebt alsdann vier gleich mögliche 
Fälle, nämlich 

1. Bild im ersten und im zweiten Wurf, 

2« Bild im ersten und Schrift im zweiten, 

3. Schrift im ersten und Bild im zweiten, und 

4. Schrift in beiden Würfen. 

Die drei ersten führen das erwartete Ereigniis herbei, daher ist 
nach dem früheren Satze die Wahrscheinlichkeit desselben gleich |, 
oder man kann 3 gegen 1 darauf wetten, dafs es eintreten wird. 

Der zweite Satz lälst sich gleichfalls hierauf anwenden, man 
kann nämlich auch drei verschiedene Fälle unterscheiden: 

1. Bild im ersten Wurf, wobei die Wette schon gewonnen 
und das Spiel beendigt ist. 

2. Schrift im ersten und Bild im zweiten Wurf, und 

3. Schrift in beiden Würfen. 

Hiernach könnte e3 scheinen, dafs die Wahrscheinlichkeit nur 
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gleich I wftre. Es ist jedoch klar, dafs die Möglichkeit oder Wahr- 
scheinlichkeit des ersten Falles gröfser, als die eines der beiden letz- 
ten ist. Jene ist in der That gleich \, während fbr den zweiten 
und dritten sie nur \ ist. Die Wahrscheinlichkeit f&r das Erschei- 
nen von Bild in zwei Würfen ist daher ^ + J =8 J wie nach dem 
ersten Satze. 

. §*• 

Besonders wichtig ist die Ermittelung der Wahrscheinlichkeit 
f&r das Zusammentreffen mehrerer Ereignisse, deren Wahrscheinlich- 
keiten man kennt. 

III. Wenn Ereignisse von einander unabhängig sind, 
so ist die Wahrscheinlichkeit ihres Zusammentreffens gleich dem 
Producte ihrer Wahrscheinlichkeiten. 

Hat man z. B. zwei Urnen, in deren jeder sich schwarze und 
weifse Kugeln befinden, die man durch das Geftlhl nicht von einan- 
der unterscheiden kann, so wird es beim Eingreifen immer gleich 
wahrscheinlich sein, die eine oder die andere Kugel zu fassen. In der 
ersten Urne mögen sich 25 schwarze und 2 weifse Kugeln befinden, in 
der zweiten aber 13 schwarze und 3 weifse. Die Wahrscheinlichkeit, 
aus der ersten Urne eine weifse Kugel zu ziehn, ist alsdann ^^ und 
ftlr die zweite Urne yg . Der vorstehende Satz besagt, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit, beim einmaligen Ziehen aus beiden Urnen weifse Kugeln 
zu treffen, ist gleich ^'7 * ^ = 7^ • 

Man kann sich hiervon leicht überzeugen. Indem unter den 27 
gleich möglichen Fällen beim Eingreifen in die erste Urne nur 2 eine 
weifse Kugel geben, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür offenbar gleich j'?- 
Ist aber dieser Zug geschehn, so ist der zweite noch ungewifs, und 
jeder der dabei gleich möglichen 16 Fälle vermindert jene Wahr- 
scheinlichkeit auf den 16ten Theil. Unter diesen Fällen sind aber 
3 dem Ereignifs günstig, die Wahrscheinlichkeit för dieses steUt sich 
also auf YS* Tf' ^^^ ^^^ gewählte Beispiel ist also der Satz begrün- 
det, und man überzeugt sich leicht, dafs die angenommenen Zahlen- 
werthe dabei nicht wesentlich waren, also der Beweis allgemein-gül- 
tig geführt ist. 

Es folgt hieraus, dafs die Wahrscheinlichkeit, womit die mehr- 
malige Wiederholung desselben Ereignisses unter gleichen Umstän- 
den erwartet werden darf, ausgedrückt wird durch die Wahrschein- 
lichkeit des einmaligen Eintretens der Erscheinung erhoben zu der- 
jenigen Potenz, deren Exponent der Anzahl der Fälle gleich ist. 
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Die höheren Potenzen eines ächten Bruches werden aber immer klei- 
ner, woher die mehrmalige Wiederholung eines an sich leicht mög- 
lichen Ereignisses sehr wenig wahrscheinlich wird. 

Laplace schliefst hieran die folgenden Bemerkungen. Eine That- 
sache sei durch zwanzigmaliges Wiedererzählen überliefert worden. 
Wenn alsdann auch die Glaubwürdigkeit jeder Mittheilung gleich 0,9 
wäre, so würde die der schliefslichen Ueb erlief er ung doch nur 0,9 zur 
zwanzigsten Potenz oder gleich 0,1216 oder weniger als | sein. Diese 
auffallende Verminderung der Wahrscheinlichkeit kann man sehr pas- 
send mit der abnehmenden Deutlichkeit der Gegenstände vergleichen, 
die man durch mehrere Glasscheiben sieht. Die einzelne Scheibe läfst 
kaum eine Undeutlichkeit bemerken, wenn es aber mehrere sind, so wird 
das Bild bald unklar und leicht ganz unkenntlich. Die Geschicht- 
schreiber pflegen diese Entstellung nicht sonderlich zu beachten, 
wenn sie von Zeiten sprechen, die viele Generationen zurückliegen, 
und gewifs würden manche historischen Ereignisse, die man als sicher 
ansieht, wenigstens sehr zweifelhaft erscheinen, wenn man sie einer 
solchen Prüfung unterwerfen wollte. 

In den rein mathematischen Wissenschaften sind die entferntesten 
Folgerungen noch eben so sicher, wie die Grundsätze, von denen 
man ausgegangen ist. Bei Anwendung der Analysis auf physikalische 
Gegenstände geht die Wahrscheinlichkeit der zum Grunde gelegten 
Voraussetzungen auf alle Folgerungen über. In den historischen 
Wissenschaften leitet man dagegen jede Folgerung nur auf eine wahr- 
scheinliche Art aus den vorhergehenden Sätzen ab. Welche Sorg- 
falt man daher auch anwenden mag, um Täuschungen zu vermeiden, 
so wächst die Gröfse des möglichen Fehlers doch mit jedem Schritte, 
und fttr entferntere Folgerungen dieser Art wird es viel wahrschein- 
licher, dafs das Resultat unrichtig, als dal's es richtig ist. 

§5. 

rV. Wenn zwei Ereignisse von einander abhängig sind, 
so ist die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens beider gleich dem 
Producte aus der Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses in die 
Wahrscheinlichkeit, dafs nach dem Eintreten desselben das zweite 
sich zutragen wird. 

Hätte man z. B. drei Urnen, von denen man wüfste, dafs eine 
nur schwarze und zwei nur weifse Kugeln enthalten, und wüfste man 
nicht, in welcher die schwarzen sich befinden, so würde die Wahr- 
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scheinlichkeit, daTs dieses bei der Urne A der Fall wäre, offenbar 
gleich l sein. Die Aufgabe l&fst sich indessen auch nach dem vor- 
stehenden Satze auflösen, wenn man die Wahrscheinlichkeit sucht, 
in den beiden andern Urnen B und C weilse Kugeln zu finden. 
Es ist nämlich die Wahrscheinlichkeit, dafs die Urne B weiiise Kugeln 
enthalte, gleich f . Tritt dieser Fall ein, so bleibt es nur noch zwei- 
felhaft, ob die Urne A oder C* die schwarzen Kugeln enthält. 
Beide Fälle sind gleich wahrscheinlich, daher die Wahrscheinlichkeit 
fbr die weifsen Kugeln in der Urne C gleich ^ oder die Wahrschein- 
lichkeit far das Ziehen der weifsen Kugeln aus den Urnen B und C 
gleich I • ^ BS I wie früher. 

Hierbei zeigt sich der Einflufs früherer Ereignisse auf spätere. 
Die Wahrscheinlichkeit in der Urne C weifse Kugeln zu finden, war 
anfangs | , sie wird aber gleich ^ ) sobald man sich überzeugt, daft in 
B weifse Kugeln liegen. Sie wäre zur Gewifsheit oder gleich 1 gewor- 
den, wenn B die schwaczen Kugeln enthalten hätte. Man kann 
diesen. Einflufs auch durch den folgenden Satz ausdrücken, der sich 
aus Vorstehendem ergiebt. 

y. Berechnet man nachträglich die Wahrscheinlichkeit eines 
bereits eingetretenen Ereignisses und die eines andern, welches von 
jenem und zugleich von einem noch in Aussicht stehenden Zufall 
abhängt, so ist die Wahrscheinlichkeit dieses Zufalles gleich 
der Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses dividirt durch die 
des ersten. 

In dem letzten Beispiele war die Wahrscheinlichkeit, beim er- 
sten Zuge weifse Kugeln zu treffen, gleich |, und diejenige, in zwei 
Zügen weifse Kugeln zu fassen, oder was dasselbe ist, die schwar- 
zen Kugeln erst im dritten Zuge zu finden, gleich |. Wenn daher 
das erste Ereignifs bereits eingetreten oder eine Urne mit weüsen 
Kugeln schon gewählt ist, so ist nach dem letzten Satze die Wahr- 
scheinlichkeit, im folgenden Zuge wieder weilse Kugeln zu finden, 
gleich l dividirt durch | oder gleich 5. 

Oft ist die Frage aufgeworfen, ob bei ganz zufalligen Erschei- 
nungen, wobei eine solche Beziehung zu einer früheren, wie in dem 
vorstehen Beispiele, nicht statt findet, die Vergangenheit von 
Einflufs auf die Zukunft ist. Dieses ist indessen nicht der Fall. 
So ist es an sich höchst unwahrscheinlich, dafs man beim Aufwerfen 
einer flächen und ganz symmetrisch geformten Münze zehnmal nach 
einander die Bildseite treffen wird. Nach dem III. Satze ist die 
Wahrscheinlichkeit dafftr gleich 1 dividirt durch 1024, oder man 
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kann vor dein Beginn des Spieles 1 gegen 1023 wetten, dafs dieses 
nicht der Fall sein wird. Wenn man aber bereits neunmal hinter 
einander Bild geworfen hat, so bleibt der letzte Wurf hiervon ganz 
unabhängig, und die Wahrscheinlichkeit dafür, dai's er Bildseite geben 
wird, ist wie bei dem ersten Wurfe gleich 5, weil keine Rückwirkung 
der früheren Ereignisse auf die folgenden denkbar ist. 

Bei dem wiederholten und vorwiegenden Erscheinen der einen 
Seite .kann man jedoch vermuthen, dafs in der Münze selbst die 
Ursache hiervon zu suchen, und sie nicht gleichmäfsig geformt sei. 
Wäre dieses aber der Fall, so würde auch in Zukunft derselbe Wurf 
der vorherrschende bleiben. Eben so ist das Glück, welches manche 
Personen in allen Lebensverhältnissen haben, gemeinhin nur die Folge 
ihrer Geschicklichkeit. ' 

§6. 

Hieran knüpft sich die Frage, wie man aus den beobachteten 
Erscheinungen auf deren Ursachen schliefsen kann. Offenbar ist jede 
Ursache, der man ein EreigniTs zuschreiben darf, um so wahrschein- 
licher, mit je gröfserer Wahrscheinlichkeit dieselbe, wenn sie wirklich 
vorhanden wäre, das Ereignifs herbeiführen würde. Der Satz lautet 
daher: 

VI. Die Wahrscheinlichkeit für eine der verschiedenen 
möglichen Ursachen ist ein Bruch, dessen Zähler die Wahr- 
scheinlichkeit ist, womit diese Ursache das Ereignüs herbeiführt, und 
dessen Nenner sich aus der Summe aller Wahrscheinlichkeiten in 
Betreff der sämmtlichen möglichen Ursachen zusammensetzt. Sind 
aber diese Ursachen an sich nicht gleich wahrscheinlich, so mufs 
man jede Wahrscheinlichkeit, mit der sie das Ereignifs herbeiführt, 
mit der Wahrscheinlichkeit der Ursache selbst, sowol im Zähler wie 
im Nenner • multipliciren. 

Man pflegt regelmäfsig wiederkehrende Erscheinungen 
besondem Ursachen zuzuschreiben. Oft glaubt man sogar, dafs 
regelmäfsige Erscheinungen weniger wahrscheinlich sind, als andre, 
dafs z. B. beim Aufwerfen einer symmetrisch gestalteten Münze nicht 
so leicht zehnmal nach einander die Bildseite fallen könne, als irgend 
eine andere bestimmte Reihenfolge, worin Bild und Schrift wechseln. 
Diese Ansicht setzt aber voraus, dafs die geschehenen Würfe auf 
die noch auszuftlhrenden von Einflufs sind, was nicht der Fall ist. 
IMe regelmäfsigen Combinationen ereignen sich vielmehr nur defshalb 
so selten, weil ihrer so wenige sind. An sich ist der WiH*f 10 mal 
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Bild eben so wahrscheinlich, wie etwa Imal Schrift, 3 mal Bild, 2 mal 
Schrift, Imal Bild, Imal Schrift und 2 mal Bild. Dieser Wurf er- 
scheint aber ganz onregelmäTsig, woher er nicht beachtet, vielmehr 
zur grofsen Anzahl der anscheinend gesetzlosen gerechnet wird. 

Eben wegen dieser verschwindend kleinen Anzahl der regel- 
m&Tsigen Erscheinungen liegt die Vermuthung nahe, dafs sie nicht 
zufällig eingetreten sind. Sehn wir z. B. die Lettern EUROPA 
in dieser Reihenfolge neben einander stehn, so urtheilen wir gleich, 
dafs sie nicht durch Zufall so gefügt wurden. An sich ist dieses 
Zutreffen aber eben so leicht möglich, wie irgend ein andres, wobei 
ein Wort dargestellt würde, das sich nicht aussprechen Iftfst und 
in keiner uns bekannten Sprache vorkommt. Indem aber dieses Wort 
eine allgemein bekannte Bedeutung hat, so halten wir es ohne Ver- 
gleich ftU* viel wahrscheinlicher, dafs die Lettern absichtlich so ge- 
stellt wurden, als dafs der Zufall sie zusammengefügt habe. 

Wir sind gewohnt, die Erscheinungen die um uns vorgehn in 
gewöhnliche und ungewöhnliche oder aufserordentliche einzu- 
theilen. Die Anzahl der letztem ist vergleichungsweise zu der der 
erstem gemeinhin verschwindend klein, und wenn sie vorkommen, 
so wird immer ein Zweifel angeregt, ob sie wirklich zufällig einge- 
treten sind. Auch in den Zeugen -Aussagen über aufserordentliche 
Ereignisse liegt bei unbefangener Ueberlegung der Verdacht sehr 
nahe, dais sie auf Täuschung oder Uebertreibung beruhn, und sie 
sind daher nur glaubwürdig, wenn sie durch andere Vernehmungen 
oder durch sonstige Umstände sehr sicher bestätigt werden. 



§7- 

VII. Die Wahrscheinlichkeit eines künftigen Ereig- 
nisses findet man, wenn man f&r das bereits früher beobachtete Ein- 
treffen desselben Ereignisses die Wahrscheinlichkeit jeder möglichen 
Ursache desselben mit der Wahrscheinlichkeit multipUcirt, womit 
diese Ursache das Ereignifs auch in Zukunft herbeiführen kann. Die 
Summe dieser Producte drückt die Wahrscheinlichkeit des künftigen 

Eintreffens aus. 

Wenn z. B. in einer üme zwei Kugeln liegen, deren Farben 
unbekannt sind, so kann es sich treffen, dafs man während einer 
Reihe von Zügen, wobei die untersuchte Kugel jedesmal wieder hin- 
eingeworfen wird, immer dieselbe Kugel fafst, und daher die zweite 
noch gar nicht untersucht ist. Nachdem man zweimal nach einan- 
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der eine weifse Kugel gezogen, fragt es sich, wie grofs die Wahr- 
scheinlichkeit sei, dafs der dritte Zug gleichfalls eine weifse geben 
werde. Man kann alsdann nur zwei Voraussetzungen machen, nftm- 
lich entweder ist die eine Kugel weifs, und die andre von andrer 
Farbe, oder beide Kugeln sind weifs. Nach der ersten Voraus- 
setzung ist die Wahrscheinlichkeit des bereits eingetretenen Ereignisses 
oder das zweimalige Treffen der weifsen Kugel gleich |, nach der 
zweiten ist sie 1. Wendet man hierauf den Satz VI an, und be- 
trachtet beide Voraussetzungen als Ursachen, so sind die Wahrschein- 
lichkeiten derselben gleich ] und J . Nach der ersten Voraussetzung 
ist die Wahrscheinlichkeit, beim dritten Zug wieder eine weifse Ku- 
gel zu fassen, gleich \ , nach der zweiten gleich 1 . Multiplicirt man 
nun diese Wahrscheinlichkeiten mit denen der Voraussetzungen, so 
ist die Wahrscheinlichkeit för das Wiedererscheinen einer weifsen 
Kugel beim dritten Zuge 

1,1 t 1-4 9 

5 • 5^^ ^ •? = T5 

Wenn die Wahrscheinlichkeit des einfachen Ereignisses unbe- 
kannt ist, so kann man daför alle Werthe von bis 1 einführen. 
Die Wahrscheinlichkeit einer jeden solcheh Voraussetzung, geschlossen 
aus dem bereits erfolgten Eintreten des Ereignisses ist nach dem 
Satze VI gleich einem Bruche, dessen Zähler die Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses unter dieser Voraussetzung, und dessen Nenner die 
Summe der Wahrscheinlichkeiten der sämmtlichen möglichen Voraus- 
setzungen ist. Multiplicirt man alsdann einen jeden dieser Brüche 
mit der Wahrscheinlichkeit, womit die betreffende Voraussetzung die 
Wiederholung des Ereignisses erwarten läfst, und summirt diese Pro- 
ducte, so ist dieses die Wahrscheinlichkeit der Wiederkehr. In der 
analytischen Behandlung stellt sich das Resultat dieser anscheinend 
verwickelten Untersuchung sehr einfach dar. 

Ein Ereignifs sei nmal eingetreten. Die unbekannte Wahrschein- 
lichkeit des einmaligen Eintretens unter Voraussetzung einer gewissen 
Ursache sei fi^ so ist die Wahrscheinlichkeit des n maligen Eintretens 
unter derselben Voraussetzung gleich 

und nach Satz VI ist die Wahrscheinlichkeit dieser Voraussetzung 

indem die Parenthese [] die Summe aller ähnlichen Glieder von 
^ = bis |U = 1 bezeichnet. Unter Beibehaltung des Werthes jm ist 



14 

die Wahrficheinlichkeit, dals nach dieser Voraussetzung das Ereignifs 
aufs Neue eintreten werde, gleich jm, also die Wahrscheinlichkeit, 
womit nach allen ähnlichen Voraussetzungen dieses zu erwarten ist 







-+- 

















Multiplicirt man Zähler und Nenner mit d^ und nimmt darauf 
Rücksicht, dafs ^ in diesen ßummen alle möglichen Wahrscheinlich- 
keiten ausdrücken, also alle Werthe von bis 1 annehmen soU, 
so ist 

1 



~n-+-l 
also innerhalb der Grenzen bis 1 

Eben so findet man 



^-+1 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher gleich 

11-4-1 
fH-2 

Fragt man z. B., mit welcher Wahrscheinlichkeit man am näch- 
sten Morgen die Wiederkehr des Tageslichtes erwarten dar^ nachdem 
dieses zufolge sicherer historischer Nachrichten während 5000 Jahren 
regelmäfsig eingetreten ist, so wäre n gleich der Anzahl dieser Er- 
fahrungen, also 1826213 und die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich 

18262 14 
1826215 

Man könnte also 1 gegen 1826214 wetten, dafs am nächsten Mor- 
gen das Tageslicht wiederkehren wird. Diese Wahrscheinlichkeit wird 
aber zur voUen Gewifsheit, wenn man den Zusammenhang der Er- 
scheinung mit den Gesetzen der Mechanik ins Auge fafst, wobei man 
sich leicht überzeugt, dafs nichts die Drehung der Erde plötzlich 
hemmen kann. 
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§ 8. 

Das Wort Hoffnung bedeutet gewöhnlich den Vortheil, den 
man unter gewissen zufälligen Umständen erwartet. In der Wahr- 
scheinlichkeits -Rechnung versteht man darunter eine Gröfse von be-' 
stimmtem Werthe. 

VIII. Die Hoffiiung ist gleich dem Producte aus dem erwarteten 
Vortheile in die Wahrscheinlichkeit, denselben zu erreichen. Wenn 
dieses aber auf verschiedene Art geschehn kann, so ist sie gleich 
der Summe . der Producte aus der Wahrscheinlichkeit jedes dieser 
Ereignisse in die Gröfse des dadurch herbeigeführten Vortheiles. Zum 
Unterschiede von einem andern Begriffe, worin einige fremdartige 
Umstände berücksichtigt werden, nennt man die vorstehend bezeich- 
nete Gröfse mathematische Hoffnung. 

Beispielsweise sei verabredet, dafs jemand 2 Thaler erhält, wenn er 
bei einmaligem Aufwcrfen der Münze die Bildseite trifft, und 5 Thaler, 
wenn er zuerst Schrifl und darauf Bild wirfl. Die Wahrscheinlich- 
keit des ersten Falles ist |, die des zweiten j, und die Gewinne 
sind 2 und 5. Die Hoffnung ist also gleich J • 2 + i • 5 = 2^ . Bei 
richtiger Anordnung dieses Spieles müTste daher der Einsatz 2J Thaler 
betragen. 

IX. Wenn unter den wahrscheinlichen Ereignissen einige 
vortheilhaft, andere nachtheilig sind, so ist die Hoffiiung 
gleich der Differenz zwischen der Summe der ersten Producte und 
der Summe der Producte aus den Verlusten in die Wahrscheinlich- 
keiten desselben. Ist die zweite Summe gröfser^ als die erste, so ver- 
wandelt sich der wahrscheinliche Gewinn in Verlust und die Hoff- 
nung in Besorgnifs. 

Man mufs sich stets bemühen, die Verhältnisse des Lebens so 
einzurichten, dafs die letzte Summe die erste nicht übersteigt, zur 
richtigen Schätzung der Gewinne und Verluste und der Wahrschein- 
lichkeiten beider gehört aber vorzugsweise volle Unbefangenheit, und 
demnächst auch Erfahrung und gesundes Urtheil. Man darf sich 
dabei weder Vorurtheilen, noch Täuschungen der Furcht oder Hoff- 
nung hingeben, eben so wie auch keinen falschen Ansichten über 
das Glück, womit die meisten Menschen ihrer Eigenliebe schmeicheln. 

§9. 

Die beiden letzten Sätze fbhren zuweilen zu Folgerungen, deren 
Erklärung nicht leicht gewesen ist. Es werde beispielsweise wieder 
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die Münze aufgeworfen, wobei beide Seiten mit gleicher Wahrschein- 
lichkeit zu erwarten sind. Wenn man die Gewinne in der Art ver- 
abredet, dafs der Spieler 2 Thaler erhält, wenn er das erste Mal 
Bild wirft, 4 Thaler, wenn dieses erst im zweiten Wurfe geschieht, 
8 Thaler, wenn der dritte Wurf zuerst Bild zeigt, und so fort, so ist 
die mathematische Hofinung jedes Wurfes gleich einem Thaler, und 
die ganze Hoffiiung für n Würfe gleich n Thaler. Eben so grofs 
müTste der Einsatz sein, folglich auch unendlich grofs, wenn keine 
Grenze gesetzt würde, wobei das Spiel aufhört, im Falle fortwährend 
die Schrift-Seite geworfen würde. Es wird indessen kein vernünfti- 
ger Mensch sein Vermögen in dieser Weise auf das Spiel setzen, 
noch auch eine mäfsige Summe, wie etwa von 20 Thalem daran 
wagen, weil der Verlust des gröfsten Theiles vom Einsätze höchst 
wahrscheinlich ist, und man in dem sehr unwahrscheinlichen, wenn 
auch sehr grofsen Gewinne keine angemefsne Entschädigung daftb* 
findet. 

Der reelle Vortheil, den man allein berücksichtigen mufs, 
hängt von vielen Umständen ab, die man oft nicht sicher in Rech- 
nung stellen kann, der wichtigste unter diesen ist aber gewifs die 
Gröfse des eignen Vermögens. Augenscheinlich hat ein Thaler fiir 
den Millionär einen ganz andern Werth, als für einen armen Spieler, 
und der mögliche Gewinn einer Summe, die dem ganzen oder hal- 
ben Vermögen des letzteren gleich kommt, ist nicht entfernt mit dem 
Nachtheile eines eben so grofsen Verlustes zu vergleichen. Man darf 
sich also nicht in ein Spiel einlassen , wobei das eine und das andre 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Bei dem Gewinne 
und Verluste mufs man daher die absolutenundrelativen Werthe 
unterscheiden. Von den letztern allein hängen die Erwartungen 
ab, und diese nehmen nur jene absoluten Werthe an, wenn das Ver- 
mögen des Spielers im Vergleiche zu den Gewinnen und Verlusten 
unendlich grofs ist. Ein allgemein gültiger Ausdruck ftir die relati- 
ven Werthe läfst sich nicht angeben, doch wird in den meisten Fäl- 
len der folgende, von Daniel Bernouilli aufgestellte Satz mit dem 
Urtheil des gesunden Menschenverstandes übereinstimmen. 

X. Der relative Werth einer unendlich kleinen Summe ist 
gleich dem absoluten Werth derselben dividirt durch das Vermögen 
der dabei betheiligten Person. Es wird dabei vorausgesetzt, dafs 
jeder Mensch einiges Vermögen besitzt, und letzteres niemals bis auf 
Nichts herabsinkt. In der That wird selbst der Aermste den Ertrag 
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seiner Arbeit oder seine HoiSnungen mindestens eben so hoch schätzen, 
als er nothdürftig zum Leben braucht. 

Das Vermögen sei 1, der Zuwachs desselben a, und a die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs letzterer eintritt. Alsdann ist nach dem vorste- 
henden Satze der relative Werth einer sehr kleinen Vergröfserung 

gleich 

da 

1-+-« 

und die entsprechende Hoffiiung 

ada 

daher die ganze moralische Hoffnung auf den vollen Oewinn von 
a SS bis a as a, wobei die Wahrscheinlichkeit immer dieselbe bleibt, 
weil man entweder den ganzen Oewinn a oder Verlust erwartet, gleich 



«/i^=i'>g(i+«)'- 



Eine Constante kommt nicht hinzu, weil f&r a s=s auch 

log(l + «) — ißt. 

Dieses ist die moralische Hoffnung auf den Gewinn er, 
während nach Satz VIH die mathematische Hoffnung gleich au war. 

Wären in gleicher Weise noch andere Gewinne ß^y . ,. mit den 
Wahrscheinlichkeiten fr, c . . . zu entarten, so würde die moralische 
Hoffiiung auf Gewinn sich durch 



. • . 



log (1 + «)•-+- log (1 + /?)*-h log (1 -t- ry 

«log [(!+«)-. (1 +/^*- (1 -t-;')' • • •] 

ausdrücken. Fragt man, wie grofs diese Hoffiiung sei, die durch x 

bezeichnet wird, so ist der moralische Werth des kleinen Zuwachses dx 

derselben wieder gleich 

dx 

\+x 
daher des ganzen x 

log (1 -t- x) 
Man hat denmach 

Wendet man diesen Ausdruck auf das erwähnte Spiel an, wobei 
die Gewinne 2, 4, 8, 16 . . . Thaler sind, jenachdem man die Bildseite 
im 1., 2., 3. Wurfe u* s. w. trifft, und nimmt man an, dafs das Ver- 

2 
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;nögen des Spielers 200 Thaler beträgt, so erhält man nach vorher- 
gehender Reduction auf diese Einheit die moralische Hoffnung 

a: = (— 1 + 1,01^ • 1,02* • 1,04^ • 1,08^ ) 200 

Die Anzahl der Factoren des zweiten Gliedes ist gleich der 
vorher ausbedungenen Anzahl von Würfen, bis zu der das Spiel fort- 
gesetzt werden soll, wenn nicht schon früher die Bildseite erscheint. 
Diese Anzahl sei gleich n, so ergeben sich die nachstehenden Werthe 
för X oder för die moralische Hoffnung, nachdem der Einsatz bereits 
eingezahlt ist. Wenn aber hiervon der Einsatz abgezogen, so bleibt 
die in der letzten Spalte angegebene Aussicht auf Gewinn, die in 
allen Fällen negativ ist und bei einer gröfseren Anzahl von Würfen 
einen bedeutenden Verlust besorgen läfst. 

Anzahl der !?.„„.♦„ ^ Aussicht auf 

Würfe«» ^^""^^^^ ' . . Gewinn. 

1 1 Thlr. 0,998 Thlr. — 0,002 Thlr. 

2 2 - 1^,994 - —0,006 - 

3 3 - 2,988 - —0,012 - 

4 4 - 3,966 - —0,034 - 

5 5 - 4,914 - —0,086 - 

6 6 - 5,806 - —0,194 - 

7 7 - 6,602 - —0,398 - 

8 8 . 7,268 . —0,782 - 
9, 9 - 7,782 - — 1,218 - 

10 10 - 8,150 - — 1,850 - 

11 11 - 8,396 - —2,604 - 

12 12 - 8,552 - — 3,448 - 

Der obige Ausdruck f&r x zeigt auch, dafs, wenn die erwarteten 

Gewinne a^ß^y^ vergleichungsweise zum Yennögen des Sptelers 

so klein sind, dafs man die höheren Potenzen desselben vevnaoUäs» 
sigen kann, die Factoren des zweiten Gliedes sich ia 1 + aa, 1 + fr/S^ 
X-^roy und so weiter verwandeln, wodurch 

wird. Die moralische Hoffnung ist also in diesem Falle eben so grofs, 
wie die mathematische. 

Dieser Satz zeigt noch, dafs in jedem Spiele, wenn auch die 
Einsätze den möglichen Gewinnen genau entsprechen, die Verluste 
immer empfindlicher, als die erwarteten Gewinne vortheilhaft sind« 
Beträgt das Vermögen des Spielers vor der Annahme jenes Spieles^ 
mit der Münze 100 Thaler und er läfst sich unter den erwähnten 



19 

Bedingungen auf 50 Würfe ein, so ist die moralische Hoffnung auf 
Gewinn nach Erlegung des Einsatzes von 50 Thalem und bevor das 
Spiel beginnt, nur 37 Thaler. Abgesehn von den möglichen noch 
gröfseren Verlusten hat der Spieler daher bereits 13 Thaler einge- 
büfst. Hieraus ergiebt sich, wie nachtheilig diejenigen Spiele sind, 
WQ die Einsätze sogar die mathematische Ho&ung übersteigen, und 
doch geschieht dieses bei allen Spielbanken, weil dieselben einen ge- 
wissen Gewinn sich sichern müssen. 

Aus dem Satze X ergiebt sich auch, dafs man bei unvermeid- 
lichen Gefahren nicht sein ganzes Vermögen von demselben Zufall 
abhängig machen darf, man es vielmehr vertheilen muis, damit die 
zufälligen Verluste nur einzelne Theile treffen. Ist das Vermögen 
aber an sich zu unbedeutend, um es bei dieser Vertheilung noch 
vortheilhaft anlegen zu können, so thut man wohl, mit andern Per- 
sonen, die in gleicher Verlegenheit sind, in Verbindung zu treten. 
Hierauf beruht der moralische Werth der Versicherungs-Gesellschaften. 
Man darf indessen von denselben nur Vortheile erwarten, wenn nian 
nicht selbst Gelegenheit hat, sein Besitzthum gegen einzelne Zufälle 
zu sichern. So pflegt der Rheder, dem eine gröfsere Anzahl von 
Seeschiffen gehört, dieselben bei keiner Assecuranz- Gesellschaft zu 
versichern, indem die Prämien, die er diesen zahlen müfste, den Werth 
der wahrscheinlichen Verluste leicht übersteigen. Diese Differenz 
beruht theils auf den nothwendigen Verwaltungskosten, theils aber 
auch darauf, dafs die Wahrscheinlichkeit der Verluste ftir alle Theil- 
nehmer nicht dieselbe ist, vielmehr gut ausgerüstete und tüchtig be- 
mannte Schiffe viel seltener Schaden nehmen, als andere. Der reelle 
^nd vorsicbtiige Eigner vieler Schiffe findet es daher angemessner, 
ein besonderes Conto ftUr Versicherungen zu filhren und die Prämien 
an sich selbst zu zahlen. 

Indem man sich durch Versicherungen solcher Art vor grofsen 
Verlusten schützt, so überträgt man das unvermeidliche Risico auf 
eine Gesellschaft;, deren Vermögen viel gröfser ist, als das des Ein- 
zelteil > bei der also die Verluste und Gewinne unter Hinzufilgung 
eines gewi^aeu Zuschlages sich ausgleichen. Wie sehr diese Einrich- 
tung sich rechtfertigt und als wohlthätig angesehn werden mufs, 
so kommt doch nicht selten auch gerade das Gegentheil vor, indem 
grofsß Capitalisten , um ihr Conto sogleich abzuschlielsen, sich mit 
Speculanten einlassen^ die bei weit geringerem Vermögen die zufal- 
ligen Verluste und Gewinne gegen gewisse Abfindungs-^Summea über- 
nehmen. Diese gehen natürlich darauf nur ein, wenn die mathema- 



tische Hoffiaung hinreichend grofs ist, sie also mehr- Aussicht auf 
Gewinn, als auf Verlust haben. Ein solcher Vortheil gebührt auch 
dem Unternehmer als Vergütung für die Besorgung des Geschäftes. 
Betrachtet man dagegen den moralischen Werth, den die zufWigen 
Gewinne und Verluste ftür den Unternehmer bei seinem beschränkten 
Vermögen haben, so überzeugt man sich leicht, dafs er das Risico 
nur tragen kann, wenn ihm aufser jenem bereits erwähnten, noch ein 
neuer bedeutender Vortheil zugesichert wird. Dieser Vortheil sei 
gleich X und der Gewinn er, der mit der Wahrscheinlichkeit a zu 
erwarten ist, während mit derselben Wahrscheinlichkeit auch ein 
Verlust a eintreten kann. Endlich sei tn das Vermögen des Unter- 
nehmers. Nach dem letzten Satze findet man 

V 1»/ V m/ 

oder der Geldwerth der entsprechenden Entschädigung ist 



"»—»(i-^) 



Vernachlässigt man dabei die höheren Potenzen des zweiten 
Gliedes in der Parenthese, so verwandelt sich dieser Ausdruck in 



aa^ 



m 



woraus sich ergiebt, dafs diese letzte Vergütung im umgekehrten 
Verhältnisse zum Vermögen des Unternehmers steht, der Aermere 
also zu weit größeren Forderungen, als der Reichere berechtigt ist. 

Die Hoffnung, dafs der Unternehmer das Risico wirklich tragen 
wird, ist indessen wie die Erfahrung zeigt, nur begründet, so lange 
die Verluste geringfttgig bleiben. Stellen sie sich dagegen in bedeu- 
tender Gröfse ein, so hört eines Theils die Verpflichtung auf, sobald 
die Mittel erschöpft sind, andern Theils werden aber jedesmal schon 
früher Billigkeitsgründe geltend gemacht, die gemeinhin nicht unbe- 
rücksichtigt bleiben, sobald nur der Nachweis geAlhrt werden kann, 
dafs die Verluste ohne eignes Verschulden eingetreten sind. Diese 
Uebertragung des Risico^s auf einen Einzelnen, wie etwa bei grofsen 
und von manchen Zufälligkeiten abhängigen Bauten^ ist ein Glücks- 
spiel, wobei der Bauherr, oder der Staat, vorweg auf den Gewinn 
in den günstigen Chancen verzichtet, aber dennoch die gröfseren 
zufälligen Verluste tragen mufs. 

Glücksspiele dieser Art sind ohne Zweifel die nachtheiligsten 
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von allen, und dennoch wird nicht selten, und in manchen Staaten 
sogar regelmäfsig darauf eingegangen. Vorzugsweise geschieht dieses 
wohl in der Absicht, schon vor dem Beginne eines Baues den Kosten- 
betrag desselben ganz bestimmt bezeichnen zu können, zuweilen glaubt 
man auch andere Gründe dafür geltend machen zu müssen. Jeden- 
falls ist es aber ftlr den Staat, als den gröfsten Capitalisten, immer 
am vortheilhaftesten, wenn er das Risico sich selbst vorbehält, weil 
alsdann die möglichen Gewinne und Verluste sich wirklich ausglei- 
chen. Nur solche Arbeiten, deren Ausdehnung sich bestimmt vorher- 
sehn läfst und die von keinen Zufälligkeiten abhängig sind, eignen 
sich zu Entreprisen und noch mehr zu Accorden, und zwar unmittel- 
bar mit den Arbeitern, die sie ausführen. 



§10. 

Von grofser Bedeutung ist die Anwendung der Wahrscheinlich- 
keits- Rechnung auf die Benutzung von Beobachtungen, und 
hiervon wird im Folgenden allein die Rede sein. Jede Messung ist 
wie bereits erwähnt, mit zufälligen Fehlem behaftet, wenn sie aber 
oft wiederholt wird, so lassen sich diese Fehler nicht nur in gewissem 
Grade beseitigen, sondern sie geben auch Gelegenheit zu beurtheilen, 
welche Sicherheit die gewonnenen Resultate haben. 

Die Beobachtungsfehler rühren zuweilen, und namentlich bei 
mangelhafter Uebung im Gebrauche der Instrumente und Apparate 
von der falschen Aufstellung und unrichtigen Behandlung der letz- 
teren, oder von groben Irrungen im Ablesen der Maafse her. 
Sie können alsdann leicht überaus grofs werden und folgen nicht 
mehr den Gesetzen der Wahrscheinlichkeits- Rechnung, die fOir jede 
einzelne Beobachtung gleiche Fehler-Ursachen voraussetzt. Bei un- 
vorsichtiger Benutzung der. Instrumente sind zuweilen auch sämmt- 
liche Messungen mit gewissen constantenFehlern, wie etwa mit 
CoUimations-Fehlem, behaf):et, die also durch Vergleichung der ein- 
zelnen Resultate sich nicht zu erkennen geben, während vielleicht 
die Uebereinstimmung derselben sogar einen hohen Grad von Genauig- 
keit vermuthen läi'st. Auch von Fehlem dieser Art, die also nicht 
mehr zufällig sind, ist hier nicht die Rede, sondern nur von solchen 
die nach gehöriger Berichtigung des Instrumentes und bei voller 
Aufmerksamkeit und Uebung im Messen sich nicht vermeiden lassen. 
Ob diese Fehler positiv oder negativ ausfallen, und wie grofs sie 
Bein werden, läfst sich weder durch blofse Ueberlegung, noch durch 



28 

Kechntmg vorhersehn. Sie sind also zufällige Erscheinungen 
und nur den Geseteen des Zufalls unterworfen. 

Die Instrumente oder Mefs- Apparate sind stets in gewissem 
Grade ungenau und mangelhaft. Die Schärfe der Einstellung und 
Ablesung ist begrenzt, und eben so ist das Maafs oder die Theilung 
mit gewissen Fehlem behaftet, die selbst durch die sorgfältigste 
Prüfung nur bis zu einem gewissen Grade festgestellt und zur Be- 
richtigung der Ablesung benutzt werden können. Endlich sind auch 
unsere Sinne nicht vollkommen. Selbst das schärfste Auge, von allen 
Mitteln der Optik unterstützt, kann nur bis zu einer näheren oder 
entfernteren Grenze die Erscheinungen verfolgen, während die klei- 
neren Maafse, die jenseits derselben liegen, ni<^t mehr wahrzunehmen 
sind. 

Hiemach sind alle Beobachtungen mit gewissen Fehlem behaftet, 
^ie von der Eigenthümlichkeit der Erscheinung, so wie von der 
Güte der dabei benutzten Instrumente und von der Geschicklichkeit 
und Aufmerksamkeit des Beobachters abhänget!. Es giebt aber 
jedesmal bei wiederholter Messung, während die äufsem Einwirkun- 
gen dieselben bleiben, oder von ihren Aenderungen Rechnung getra- 
gen^ wird, und wenn jene groben Irrungen vermieden werden, von 
denen bereits die Rede war, einen gewissen Grad von Genauig- 
keit, den man dabei erreicht, oder die Fehler treten in derselben 
Weise auf, wie andere Erscheinungen, die von constanten Zufällig- 
keiten abhängen. Sie folgen also den Gesetzen der Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung, in gleicher Weise, wie dieses beim Würfelspiel, oder 
beipi Ziehn von Loosen geschieht. 

Die Methoden dieser Rechnung lehren zunächst die wahrschein- 
lichsten Werthe der unbekannten Constanten aus Beobachtungen 
zu finden, die sammtlich mit zufölligen Fehlem derselben Art behaftet 
sind. Dabei wird aber vorausgesetzt, dafs die Anzahl der Beob- 
achtungen, also auch die der Gleichungen, gröfser als die der 
Unbekannten ist. Wären beide einander gleich, so würde man zwar 
ganz bestimmte Resultate erhalten, die jedoch von den Beobachtungs- 
fehlem im vollsten Maafse entstellt sind, indem eine Ausgleichung 
der letzteren in diesem Falle gar nicht eintreten kann. Ist die 
Anzahl der Unbekannten kleiner, als die der Messungen, so lassen 
sich ftlr die ersteren keine Werthe finden, welche die letzteren' voll- 
ständig darstellen, aber wohl solche, die einer Ausgleichung der 
Fehler nach den Gesetzen des Zufalls entsprechen, und sonach die 
wahrscheinlichsten und zugleich im Allgemeinen auch richtiger »nd. 
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als jene aus einer gleichen Zahl von Beobachtungen hergeleiteten 
ganz bestimmten Werthe. 

Wenn es sonst nur Aufgabe irar, die Unbekannten so eu berech- 
nen, daüs sie den Beobachtungen nicht in auffallender Weise wider- 
sprachen, so mufs gegenwärtig, nachdem das methodische Verfah- 
ren bekannt ist, jedes aus Beobachtungen hergeleitete Resultat als 
falsch angesehn werden, i^elches / nicht die wahrscheinlichsten 
Werthe der Unbekannten angiebt. 

Vergleicht man demnächst die ein;selhen Messungen mit denje- 
nigen Werthen, welche sich durch Einföhrung der in dieser Art 
gefbndenen Unbekannten darstellen, so lassen die Differenzen zwischen 
beiden erkennen, welchen Grad der Wahrscheinlichkeit sowohl 
die Messungen selbst, als auch die daraus hergeleiteten Resultate 
haben. Diese Untersuchung ist insofern von der höchsten Bedeutung, 
als sie zu einer richtigen Würdigung der gewonnenen Resultate führt. 
Die zuweilen sehr willkührlichen und zum Theil sogar augenscheinlich 
unrichtigen Lehrsätze in manchen Erfahrungs-WiBsenschaften, wie 
zum Beispiel in der angewandten Hydraulik, würden nicht aufgestellt 
sein, wenn ihre Erfinder die Sicherheit der vermeintlichen Entdek- 
kung einer vorurtheUsfreien und methodischen Prüfung unterworfen, 
und die geAindenen Resultate als ungültig unterdrückt hätten, sobald 
diese sich nicht mit grofser Wahrscheinlichkeit annähernd als richtig 
herausstellten. 

Endlich Alhren die Metboden der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
auch bei Vergleichung verschiedener Hypothesen zu einem 
sichern Urtheil über dieselben. In vielen Fällen ist nämlich der 
Zusammenhang der einzelnen Wirkungen, welche eine Erscheinung 
veranlassen, so complicirt, dals es nicht gelingt, denselben theoretisch 
zu verfolgen. Es bleibt alsdann nur übrig, gewisse Hypothesen ein- 
zuführen. Wenn diese aber gleiche Berechtigung haben, so entsteht 
die Frage, welche von ihnen durch die vorliegenden Beobachtungen 
am meisten bestätigt wird. 

Ein Beispiel wird dieses Verhältnifs klar machen. Die Bewe- 
gung des Wassers in cylindrischen Röhren ist vergleichungsweise 
mit andern eine einfache Erscheinung, es ist aber bisher noch nicht 
geglückt, sie aufzuklären. Unter Beibehaltung derselben Röhre ist 
die Geschwindigkeit des hindurchströmenden Wassers augenscheinlich 
von der Druckhöhe abhängig. Bei uns wird gewöhnlich vorausgesetzt, 
dafs die Druckhöhe dem Quadrate der Geschwindigkeit des Wassers 
proportional sei, in Frankreich nimmt man dagegen an^ die Druck* 



24 

höhe sei der Summe zweier Glieder gleich, von denen das eine die 
erste und das andere die zweite Potenz der Geschwindigkeit zum 
Factor hat Woltman machte schon früher darauf aufmerksam, dafs 
die ihm vorliegenden Beobachtungen sich ziemlich befriedigend dar- 
stellen, wenn man die Druckhdhe der Iften Potenz der Geschwin- 
digkeit proportional setzt. In ähnlicher Art hat man in neuester 
Zeit verschiedentlich versucht, andere Exponenten zu finden, die den 
Beobachtungen noch mehr entsprechen. Es sind also in diesem Bei- 
spiele sehr verschiedene Hypothesen aufgestellt worden, denen man, 
so lange der wahre Zusammenhang unbekannt ist^ mit gleichem 
Rechte noch viele andere hinzuffigen könnte. Die Wahrscheinlich- 
keits- Rechnung lehrt nun ein Criterium, woran man erkennt, welche 
von diesen Hypothesen den vorliegenden Beobachtungen sich am 
schärfsten anschliefst. Sie bietet aber überdiefs auch Gelegenheit zu 
beurtheilen, ob diese wahrscheinlichste Hypothese als die richtige 
angesehn werden darf, oder ob sie nur innerhalb gewisser Grenzen 
gültig ist. Wenn nämlich die Differenzen zwischen den beobachteten 
und den nach dieser Hypothese berechneten Werthen ganz zufällig 
bald positiv, bald negativ ausfallen, so darf man sie als Beobachtungs- 
Fehler ansehn, wenn sie dagegen, nach der Gröfse der Variabein 
geordnet, sich in gleichem Sinne regelmäßig verändern, also entwe- 
der gröfser, oder kleiner werden, so ist dieses ein sicheres Zeichen, 
dafs die zum Grunde gelegte Hypothese nur innerhalb gewisser 
Grenzen ungefähr als zutreffend angesehn werden darf, dafa sie aber 
keineswegs die Erscheinung vollständig darstellt. 

Es ergiebt sich hieraus, welchen wesentlichen Nutzen die Wahr- 
scheinlichkeits- Rechnung bietet, so oft man aus Messungen und 
Beobachtungen sichere Resultate ziehn will. 
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II. Abschnitt. 

Beziehung zwischen der OrSsse der Beobaehtungsfehler and der 

Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens. 



§11. 

Die oben mitgetheilten zehn Grundsätze enthalten sehr vollstän- 
dig die Elemente der Wahrscheinlichkeits- Rechnung in ihren ver- 
schiedenen Anwendungen. Die Gesetze, denen die Beobachtungs- 
fehler unterliegen, ergeben sich aus denselben, doch lassen sie sich 
nur darstellen, wenn man auf die Fehler-Quellen zurückgeht. 

Indem die Beobachtungs-Fehler, wie vorstehend gezeigt ist, 
zufällig sind, so können sie die Resultate eben so leicht vergröfsern, 
wie verkleinern, und man hat keinen Grund, irgend eine Correction 
anzubringen, so lange die Messung nicht wiederholt, oder in andrer 
Weise geprüft ist. Der wahrscheinlichste Werth einer nur einmal 
gemessenen Gröfse ist sonach derjenige, den man gerade gefunden 
hat. Hat mau dagegen eine oder mehrere Wiederholungen vorgenom- 
men, so kann die dauernde Wiederkehr desselben zufälligen Fehlers 
eben so wenig eintreten, wie man beim wiederholten Aufwerfen eines 
richtigen Würfels immer dieselbe Seite wieder erwarten darf, es wer- 
den vielmehr beim Eintreten der zufälligen Erscheinung dieselben 
Abwechselungen sich zeigen, die eben den Zufall charakterisiren, und 
die bei vielfacher Wiederholung zuletzt dazu dienen, den Einflufs der 
Constanten Ursachen von denen des Zufalls zu trennen, und sonach 
die letzteren aus dem Resultate immer mehr zu entfernen. Etwas 
Aehnliches geschieht auch bei anderen ControUen, doch ist dieser Fall 
weniger einfach und es kann daher erst später hiervon die Rede sein. 

Wenn man dieselbe Gbröfse vielfach gemessen und sich dabei 
immer bemüht hat, nicht nur durch unmittelbare Ablesung der Thei* 
lung, sondern auch durch Schätzung der kleineren Maafse das Resul- 
tat jedesmal möglichst scharf auszudrücken, so werden die gefunde- 
nen Unterschiede allein von jenen zufälligen Fehlern herrühren. 
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Die Abweichungen von dem mittleren Werthe sind aber nicht nur 
durch das Zeichen von einander verschieden, indem sie bald positiv, 
bald negativ ausfallen, sondern sie stellen sich auch in ihrer absolu- 
ten Gröise sehr abweichend dar. Zuweilen verschwinden sie ganz, 
sie verfolgen aber alle Abstufungen bis zu den gröfsten Werthen. 
Man wird bei vielfachen Wiederholungen immer finden, dafs die 
Anzahl der Abweichungen zwischen je zwei gleich weit entfernten 
Grenzen nicht gleich grofs ist, vielmehr kleinere Abweichungen jedes- 
mal häufiger vorkommen, als gröfsere (§ 28). Wenn man zum Bei- 
spiel dieselbe Linie von 50 Ruthen Länge mit der Kette wiederho- 
lentlich mifst, indem man jedesmal die Stellen, wo die Kettenstäbe 
eingesetzt wurden, unkenntlich macht, so wird unter günstigen Um- 
ständen wohl keine Abweichung von 1 Fufs vorkommen, die Abwei- 
chungen von einigen ZioUen odei^ noch kleinere werden sich aber 
um so häufiger wiederholen, je geringer sie sind. Eben so wird 
man beim wiederholten Messen eines Winkels viel häufiger Ab- 
weichungen von einigen Minuten, als von ganzen Graden finden. 
Dasselbe geschieht bei allen Messungen und Beobachtungen. Hier- 
nach ist es wahrscheinlicher, einen kleineren, als einen gröfseren 
Fehler zu begehn, oder es findet bei jeder Beobachtungs-Art zwischen 
det Qröfse des Fehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vorkom- 
mens eine gewisse Beziehung statt. Die Wahrscheinlichkeit ei- 
nes gewissenFehlers ist sonach eine Function seiner Gröfse, 
die positiven und negativen Fehler sind aber gleich wahrscheinlich, 
wenn man, wie vorausgesetzt wird, constante Fehler-Ursachen ver- 
meidet. 

Zur Darstellung des analytischen Ausdrucks dieser Function oder 
der Beziehung zwischen der Gröfse des Fehlers und der Wahrschein- 
lichkeit seines Vorkommens soll hier ein Weg gewählt werden, der 
in dem Gebiete der Wahrscheinlichkeits- Rechnung keineswegs unge- 
wöhnlich, der aber zu diesem Zwecke bisher nicht benutzt ist. Er 
gewährt den Vorzug einer grofsen Anschaulichkeit, und fbhrt ohne 
fremdartige Hypothesen zum Ziele, während er zugleich nur sol- 
chi». Vorketintnisse in Anspruch nimmt, die ziemlich allgemein ver- 
breitet sind. 

§ 12- 

Der zufällige Beobaöhtungsfehler wilrd niemals durch einen ein- 
zelnen Umstand veranlafst, er setzt sich vielmehr immer aus verschie- 
denen Fehlem zusammen, die in allen Theilen des Apparates und 
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in der Anwendung desselben vorkommen. Wird zum Beispiel eine 
huA^ Ton der Läiige einer Viertel'-Meile gemessen^ so mufs die Kette 
hundertmal ausgespannt werden, und jeder Fehler beim einmaligen 
Ausspannen hat Einfluft auf das Resultat. Der Fehlet im letzteren 
ist die tügebraische Summe dieser partiellen Fehler, oder die Difibrenz 
zwischen der Sutnme der positiven und der negativen. In gleicher 
Weise kftnn man aber auch schon den Fehler beim einmaligen Aus- 
spannen der Kette in eine grofse Anzahl entfernterer Fehler zerlegen. 
Die Länge der Kette wird nämlich von Zeit zu Zeit mit dem Etalon 
verglichen. Man spannt sie zu diesem Zwecke auf mäfsig ebenem 
Boden aus, und überzeugt sich, dafs die Kettenstäbe von Mitte zu 
Mitte wirklich 5 Ruthen von einander entfernt sind. Ist ihr Abstand 
gröfser oder kleiner, so bringt tnan die erforderliche Berichtigung 
an. Wenn über beim ferneren Gebrauche die einzelnen Glieder oder 
die Ringe eine etwas andre Lage annehmen, oder wenn der Boden 
mehr oder weniger eben ist, als er bei der Probe war, oder die 
Kette schärfer oder schwächer angezogen wird, oder die Temperatur 
eine andere ist, oder überhaupt irgend welche veränderten Umstände 
eintreten, so werden offenbar eine sehr grofse Anzahl Abweichungen 
eingeführt, deren algebraische Summe schon den Fehler der einzeln 
nen Kettenlänge bildet. Auch bei Winkel-Messungen und überhaupt 
bei jeder Art von Messung findet dasselbe statt, woher es keines- 
wegs eine unbegründete Voraussetzung ist, vielmehr aus der nähern 
Betrachtung des ganzen Verfahrens und der Zusammenstellung 
des Apparates sich unmittelbar erklärt, dafs der Fehler jeder 
Messung sich aus einer sehr grofsen Anzahl von elementaren 
Fehlern zusammensetzt. Diese Anzahl vergröfsert sich aber im- 
mer mehr, je weiter man auf die entfernteren Fehlerquellen zu- 
rückgeht. 

J^der Beobachter und eben bo auch jeder Mechaniker, der den 
Mefs- Apparat anfertigt, wird sich bemühen, constante Fehler zu ver- 
meiden, die das Resultat der Messung jedesmal vergröfsem, oder 
jedesmal verkleinern. Hierher gehört schon die erwähnte Prüfung 
der Kette durch das Etalon, und in ähnlicher Art wird der vorsich- 
tige Beobachter nie versäumen, diejenigen Prüfungen vorzunehmen, 
wodurch er sich überzeugen kann, dafs sein Instrument den nöthigen 
Grrad von Richtigkeit hat, oder aber er wird die nicht zu beseitigen- 
den Fehler ermitteln und die entsprechende Berichtigung in das Re- 
sultat einftlhren. Es folgt hieraus, dafs jeder noch bleibende, also 
zufällige Fehler der einzelnen Operationen eben so leicht positiv. 
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wie negativ sein kann, und dafs daher die Wahrscheinlichkeit für 
einen positiven Werth desselben eben so grol's, wie ftlr einen negar 
tiven ist. 

Wenn diese Voraussetzungen als in sich begründet zugegeben 
werden, so könnte doch die Annahme, dafs es fbr jede Messung 
unendlich viele und zwar gleich grofse, also sehr kleine, elementftre 
Fehler giebt, Bedenken erregen. Indem man auf die entfernteren 
Fehlerquellen zurückgeht, und es hierbei in der That keine Grenze 
giebt, so wird auch diese Voraussetzung nicht unpassend erscheineii, 
man mufs sie aber machen, wenn man die Beobachtungsfehler all- 
gemein auffassen und nicht etwa eine bestimmte Art von Beobach- 
tungen untersuchen will. Im letzten Falle liefse sich allerdings das 
Zusammentreffen einer mä&igen Anzahl partieller Fehler und zwar 
von verschiedener Grofse denken, aber die Feststellung der Ver- 
hältnisse würde immer sehr willkührlich bleiben, und die gefundenen 
Resultate würden nur auf diese Art der Messung Anwendung finden. 

Die der folgenden Untersuchung zum Grunde liegende Hypo- 
these lautet demnach: 

„Der Beobachtungsfehler ist die algebraische Summe 
einer unendlich grofsen Anzahl elementarer Fehler, die 
alle gleichen Werth haben und eben so leicht positiv, wie 
negativ sein können.^ 

Diese Voraussetzung führt durch sehr einfache Betrachtungen 
zu dem Ausdrucke, der die Wahrscheinlichkeit des Eintretens der 
Fehler von verschiedener Grofse bezeichnet, und zwar stimmt dieser 
Ausdruck genau mit demjenigen überein, den zuerst Gaufs herlei- 
tete, indem er annahm, dafs bei wiederholter Messung einer einfachen 
Grofse das arithmetische Mittel der wahrscheinlichste Werth sei. 
Thomas Young hat dagegen einer Untersuchung über die Wahr- 
scheinlichkeit der 'Beobachtungsfehler eine Hypothese zum Grunde 
gelegt, die mit der hier gewählten nahe übereinstimmte« Die Resultate^ 
zu denen er gelangte, beschränken sich indessen nur auf einige Vor- 
sichts-Maafsregeln beim Beobachten, ohne zu einer Methode zu ftlhren, 
nach welcher die wahrscheinlichsten Werthe sicher dargestellt werden 
können^). Später hatBessel sowohl unter Annahme einer einzigen, 
wie mehrerer Fehler -Quellen und unter der Voraussetzung, dafs jeder 
Fehler eben so leicht positiv, wie negativ sein kann, jenes von Gaufs 



*) Remarks on the probabilities of error in physical obserrstions. Philosophical 
TraDsactioos for 1819. 
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aufgestellte Oesetz, unabhängig vom arithmetischen Mittel hergelei- 
tet*). Der dabei verfolgte Weg bietet indessen gröfsere Schwierig- 
keiten, woher er sich für die hier beabsichtigte, möglichst einfache 
Begründung nicht eignet. 

» 
§ 13. 

Nach der obigen Auffassung ist der Beobachtungsfehler gleich 
der Differenz zwischen den in unendlicher Anzahl auftretenden 
sehr kleinen positiven und negativen elementaren Fehlem, von denen 
jeder eben so leicht positiv, wie negativ sein kann. Das Verhältnifs 
ist also genau dasselbe, als wenn in einer Urne eine gewisse Anzahl 
schwarzer- und eben so viele weifse Kugeln liegen und man wieder- 
holentlich eine herauszieht, die man aber, nachdem man sie gesehn, 
wieder hineinwirft, damit immer eben so viele schwarze wie weifse 
Kugeln in der Urne bleiben. Es fragt sich, mit welcher Wahrschein- 
lichkeit man bei einer grofsen Anzahl von Zügen verschiedene Diffe- 
renzen zwischen schwarzen und weifsen Kugeln erwarten darf. 

Bei jedem einzelnen Zuge ist es eben so wahrscheinlich, eine 
schwarze, wie eine weifse Kugel zu fassen, wenn man also nur ein- 
mal greift, so ist die Wahrscheinlichkeit für jede gleich ^, und die 
Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten ist 1, oder die GewiJb- 
heit, daGs man entweder eine schwarze oder eine weifse Kugel zie- 
hen wird. 

Wenn die schwarzen Kugeln mit S, die weifsen mit W bezeichnet 

werden, so sind bei zwei Ziehungen die vier gleich wahrscheinlichen 

FäUe 

SS SW WS und WW 

die Wahrscheinlichkeit eines jeden ist also gleich \ . Wenp aber die 
Reihenfolge, in der die schwarzen und weifsen Kugeln auftreten, 
unbeachtet bleibt, so fallen die beiden mittleren Züge zusammen, 
und die Wahrscheinlichkeit derselben ist 2 • ^ oder \ , während die 
Wahrscheinlichkeit für SS und eben so fCa WW nur ] ist. 

Betrachtet man drei Ziehungen, so zerf&llt jede der früheren 
vier gleich wahrscheinlichen Combinationen in zwei andere, indem 
zu jeder noch ein S oder W hinzukommt. Ihre Anzahl verdop- 
pelt sich also, und die Wahrscheinlichkeit jedes Falles wird halb so 
grofs, als sie früher war, also gleich |. Nimmt man dagegen auf 



*) Schamacher^s Astronomische Nachrichten. Band 15. Aitona 1838. 



80 

die Reihenfolge nicht Rücksicht, so bleiben nur vier Fälle übrig, 

nämlich 

SSS SSW SWWimäWWW. 

Jeder der beiden mittleren hat sich aiV9 3 gleich wAhrsohein« 
liehen Ziehungen zusammengesetzt, indem W und 8 eben so oft ihre 
Stelle ändern können. Die Wahrscheinlichkeiten tCLv diese vier Fälle 
sind demnach ^ , | , | und }^ . 

Das Geseta, wonach diese Ausdrücke SXr die Wahr«cheii4ichkeit 
der yersohiedenen Verbindnngen sich bilden, ist sehr einfiich und 
ei^ebt sich unmittelbar aus der Potenzirung eines Binomium«. Indem 
bei der ersten Ziehung 2 gleich wahrscheinliche Fälle möglich «ind, 
und bei jeder folgenden die Anzahl 'derselben sich verdoppelt, so 
giebt es bei v Ziehungen 2 gleich wahrscheinliche Fälle, und die 
Wahrscheinlichkeit eines jeden ist gleich 1 dividirt durch 2 . Diese 
Combinationen sind indessen zum Theil nur durch die Stelle der 
S und W verschieden^ und indem man diese nicht berücksichtigt, 
so vereinigen sie sich zu derselben Grruppe. Dasselbe geschieht, 
wenn das Binomium S-^ W zu irgend welcher Potenz erhoben wird, 
wobei auch die Stellung der Factoren ohne Einflufs ist, und senach 
dieselben Glieder mehrfach vorkommen, oder mit den bekannten 
Binomial-Coefficienten versehn werden. Indem bei jeder neuen Zie^ 
hung, zu jeder möglichen Gombination noch ein S und ein W hin- 
zukommt, so verändern sich die Combinationen genau in derselben 
Art wie die Glieder des Binomiums, sobald der Exponent um 1 wächst. 

Hiemach ist bei v Ziehungen die Anzahl der Combinationen 
gleich y + 1 und die Zähler der Ausdrücke ftbr die WahrscheinticlH 
keiten sind 

V für 1 weifse und v — 1 schwarze Kugeln 



v • i>— 1 



1.2 
V • V — 1 • V — 2 



. 2 - - V — 2 



- 3 - r V— 8 



1.2.3 
und so fort. 

Indem die Beobachtungsfehler den Unterschieden zwischen den 
schwarzen und weifsen Kugeln entsprechen, so ergiebt sich schon 
aus der symmetrischen Keihenfolge der Binomial-Coefficienten, ^afs 
positive und negative Fehler gleic)i wahrscheinlich, und die Fehler 
um so wahrscheinlicher werden, je kleiner sie sind. Die in der Mitte 
der ganzen Keihe stehende Combination, worin | v schwari^e und eben 
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80 viele weifse Kugeln vorkommen, oder wo die Differenz zwischen 
beiden, also der Beobachtungsfehler gleich Null ist^ ist sogar die 
wahrscheinlichste von allen. 

Am unwahrscheii^chsten sind die beiden Fälle, dafs nur schwi^rze 
oder nur weifse I^^gelipL gezogen werden, ^tk^i^^n steigert, Siich die 
Diffeirenz zw^ch^n beidi^n ^uf die ganze Ap^ahl der Züge, oder v^^h 
der obigen Auffassung würde der Fehler in, der Beobacl;\tuQg gleich der 
Summe ^er unendlich yielen elementaren Fehler,. aJl^o so girofs werdei;!, 
wie derselbe in Wiryichkeit nie ist. Die WahrscheinliQhkeit dafür 
ist aber unendlioh geringe, ui>d dieses ist der Grund, weshalb er 
niemals vorkommt. Schon ^r hundert gleiche Züge ist diese Wahr- 
scheinlichkeit (nach § 4) überaus geringe, nämlich 1 dividirt durch 

oder durch 

1 267650 600228 229401 496708 205376. 

Um diese geringe Wahrscheinlichkeit zu versinnlichen, wähle 
man das Aufwerfen von hundert Münzen, statt des hundertmaligen 
Ziehens aus der Urne, weil letzteres zu zeitraubend sein würde. 
Die Wahrscheinlichkeit für das gleichzeitige Erscheinen von allen 
Schrift- oder allen Bildflächen ist aber eben so grois, wie für 100 
schwarze oder weifse Kugeln. Gesetzt dafs man it\ jeder Secunde 
einmal die Münzen aufwerfen könnte und ununterbrochen das Spiel 
fortsetzte, so würde man in einem Jahre doch nur 31 550 000 Würfe 
machen, es wäre also durchaus nicht zu erwarten, dafs man die 
sämmtlichen Bildflächen träfe. Aber selbst wenn alle menschlichen 
Bewohner der Erde oder 1000 Millionen Menschen mit derselben 
Schnelligkeit und ohne Unterbrechung Tag und Nacht hindurch 
dieses Spiel trieben, so würde dennoch nicht etwa in einem Jahre 
oder in einem Jahrhunderte ein solcher Wurf vorkommen, sondern 
man könnte nur 1 gegen 1 wetten, dafs in 40 Billionen Jahren ein- 
mal alle Bildflächen erscheinen. Hiernach erklärt es sich, dafs die 
sehr grolsen Fehler^ wenn sie auch denkbar sind^i 4och 
in der Wirklichkeit nicht vorkomvien. 



§ 14. 

Mw denke die sämmtlichen Combinationen der schwajrzen ly^d 
weifsen Kugeln, die bei v Zügen möglich sj^d, der Reihe ipgsich ^|^ 
Abscissen auf eine gerade Linie aufgetragen, und zwar so, dafs der 
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Nullpunkt die Verbindung der sämmtlichen weiTsen Kugeln bezeichnet, 
dafs in die Abscisse ^ 1 eine schwarze Kugel und v — 1 weifse 
treffen, in die Abscisse s» 2 zwei schwarze und v — 2 weifse Kugeln, 
und so weiter. Durch diese Punkte ziehe man senkrechte Linien 
oder Ordinaten und gebe denselben solche Längen, dals sie in be- 
liebigem Maafsstabe der Wahrscheinlichkeit jeder betreffenden Com- 
bination entsprechen. Verbindet man nunmehr die Endpunkte dieser 
Ordinaten durch eine Curve, so wird letztere, sobald v unendlich 
grofs ist, der Abscissenlinie sich asymptotisch anschliefsen, sich lang- 
sam von ihr entfernen, in der Mitte den gröfsten Abstand erreichen, 
und alsdann in derselben Art, wie sie aufstieg, sich wieder senken. 
Dafs die Curve diesen Zug verfolgt, ergiebt sich aus dem Gesetze 
der Binomial-Coefficienten, die bekanntUch jedesmal in gleicher Ent- 
fernung von der Mitte auch gleiche Gröfse haben. In der Mitte 
ist die Anzahl der schwarzen und weifsen Kugeln gleich grofs, also 
der Fehler gleich Null. Daher die Wahrscheinlichkeit t dieser Com- 
bination gleich dem mittleren Binomial-CoefBcienten der yten Potenz 

_ y > V — 1 > 1/ — 2 (gy + 2) > (^v -H) 

~ 1.2.3.....(iv — l).Ji/ 

dividirt durch 2 , oder 

_^2~''' vv — l^v — 2 (iy + 2)>(iy+l) 

* * 1-2.3 (Jv_l).|y 

In die Mitte der Figur kann aber nur in dem Falle eine Ordi- 
nate treffen, oder in der Reihe der Binomial-Coefficienten stellt sich 
ein in der Mitte liegender nur dar, wenn v eine gerade Zahl ist. 
Zu diesem Zwecke setze man 

i/ = 2n. 

Alsdann ist die Ordinate in der Mitte 

,-2» 2n. 2n— 1 .2n — 2 ii-4-2.iH-l 



€»2 



1 • 2 • 3 n — 1 • n 



Eben so lassen sich auch die vorhergehenden und die nach- 
folgenden Ordinaten ausdrücken. 

Es war angenommen, dafs v Ziehungen stattfinden und die 
Abscissen immer um eine Einheit wachsen. Da nunmehr die Gröfse 
n eingeführt ist, daher unter Beibehaltung derselben Einheit die Ab- 
scipsen um \ wachsen, so bezeichnet jede folgende Abscisse, dafs 
eine halbe schwarze Kugel hinzugekommen und eine halbe weüse 
fortgenommen ist, dafs also die Differenz beider sich um eine Kugel, 
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oder der Beobachtungsfehler, der durch diese Differenz ausgedrückt 
wird, sich um einen elementaren Fehler vergröfsert hat. 

Indem man die vorhergehenden und nachfolgenden Binomial- 
CoefBcienten durch ^ den mittleren ausdrückt, kann man auch die 
Wahrscheinlichkeiten ftlr Fehler, die 1^ 2, 3, . . . elementaren Fehlem 
gleich sind, durch c oder durch die Wahrscheinlichkeit ausdrücken, 
dafs der Fehler gleich Null sei. Man findet in dieser Weise die 
Wahrscheinlichkeit y 

ftür den Fehler =«1 y ss — — - . e 

n -t- 1 . 

n.fi — 1 

= 2 ysss — s'€ 

^ iH-l-n + 2 



rt n*n — 1 »n — 2 
^ n+l*n'+2*n + 3 

und allgemein fOr den Fehler ss m 

n»n — l«ii — 2....I1 — m-hi •n — m 



y SS • e 

^ n+l«ii-h2»n + 3....ii4-m — 1 •n + m 



Bezeichnet man die nächst folgende Ordinate, oder die Wahr- 
scheinlichkeit für den Fehler m + 1 mit y\ so ist 



y 



I 



n* n — 1-n — 2....n — m + 2 •n — m + l^n — m 



n-|-l»ii + 2«ii-|-3 n-l-m — l»n-hfii«ii-hfii-+-l 

ft — m 



• e 



n + m-h 1 



• 



y 



daher 

•_ 2fit-f-l 



Indem nun nach der obigen Voraussetzung der Beobachtungs- 
fehler oder m sich aus unendlich vielen elementaren Fehlern zusam- 
mensetzt, so verschwindet dieser einzelne Fehler sowohl im Zähler, 
wie im Nenner des vorstehenden Ausdruckes. Aber auch das Ver- 
hältnifs zwischen n und m ist kein endliches. Jeder wirklich vor- 
kommende Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit ali^o nicht unendlich 
klein ist, bleibt nämlich unendlich klein gegen den grö&ten denk- 
baren Fehler. Die Zahl der elementaren Fehler oder n ist unendlich 
grofs, daher ist auch die Anzahl der Binomial-Coefficienten, also 
der Ordinaten, und eben so die der entsprechenden Abscissen un- 
endlich grofs. Die Curve setzt sich folglich auf beiden Seiten ins 
Unendliche fort indem sich ihre beiden Schenkel asymptotisch der 

3 
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Abscissen-Linie nähern. Der gröfste denkbare Fehler ist daher un- 
endlich grofs gegen jeden noch zu erwartenden Fehler m=iX^ und 
letzterer wieder unendlich grofs gegen den einzelnen elementaren 
Fehler, der bisher gleich 1 gesetzt wurde. 

Hiemach verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in 

2x 

Bisher war angenommen, dal's die Fehler stufenförmig um die 
unendlich kleine Einheit eines elementaren Fehlers wachsen. Bei 
der Continuität .der Curve ist letzterer nichts Anderes, als da?, 
und tf — y wird alsdann gleich dy. 

Die Curve umfafst alle möglichen Fehler von 

a; = — 00 bis a; = -h Qo 

die Wahrscheinlichkeit, dafs irgend einer derselben vorkommen wird, 
der auch gleich Null sein kann, ist Gewifsheit, also = 1. Sonach 
ist die Summe der sämmtlichen Ordinaten gleich 1. Diese Summe 
stellt sich sehr einfach dar, indem man von den Linien zu den Flächen 
übergeht und jede Ordinate mit dx multiplicirt. Alsdann ist y die 
Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler zwischen x und X'\-dx fallen 
wird. Die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler gröfser als a und 
kleiner als h sein wird , ist gleich der Fläche zwischen den zu a? = a 
und x = b gehörigen Ordinaten, und die Fläche der ganzen Curve, 
also zwischen a; = — oo und a; = -H oo oder 



/ 



ydxsss 1 

Durch diesen üebergang von den Linien zu Flächen verändert 
sich der vorstehende Ausdruck in 

2x 
dy = ydx 

— = 2xdx 

y n 

folglich log y :=: a?^ -+- Const. 

Für a? == wird aber y = s 
also Const. = log s 



folglich 



log y = a?* -+- log 6 
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oder wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen tibergeht 



am 
n 



wo e wie gewöhnlich die Grundzahl der natürlichen Logarithmen 
bedeutet und € die gröfste Ordinate ist. Die Constante n charakte- 
risirt die jedesmalige Beobachtungsart. Wenn es sich um eine Reihe 
gleichartiger Messungen oder Beobachtungen handelt, so kann man 
n jeden beliebigen Werth geben, es auch gleich 1 setzen, oder fttr 
X einen Maafsstab wählen, der im Verhältnifs von 1 zu yn kleiner 
ist. Diese Aenderung ist unbedenklich, insofern die Abscissen und 
die Ordinaten ganz heterogene Grölsen sind, die sich nicht in gleicher 
Art messen lassen. Es soll zunächst gezeigt werden, dafs b in ein- 
facher Beziehung zu n steht, also durch dieses ersetzt und dadurch 
der gefundene Ausdruck auf eine einzige Constante zurückgeführt 
werden kann. 

§ 15. 

Die vorstehend entwickelten Werthe für y enthalten e oder die 
gröfste Ordinate als Factor, daher sind sie sämmtlich der letzteren 
proportional. Es ergiebt sich hieraus, dafs auch die ganze Fläche 
der Curve, welche das Vorkommen irgend eines Fehlers bezeichnet, 
also gleich 1 ist, gleichfalls c proportional sein mufs. Man hat also, 
wenn c ein noch unbekannter Factor ist 

1 assc« € 

oder 

_ J^ 

Folglich durch Einführung des früheren Werthes von « 
2« 1 • 2 • 3 • • • • n — 1 • « 



c»2 



2n • 2n — l*2n-— 2*-*-n-H2-n-|-l 
Setzt man n gleich 1, 2, S.u. s. w. so findet man 

für »=l...c = 2^-| 



n ^s 3 . • . c 



k2.3 



4< 


• 3 
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und so fort. Man bemerkt sogleich, dafs jeder folgende Werth f&r 
c sich aus dem vorhergehenden, der zu n — 1 gehört, sich dadurch 
bildet, dais der Factor '' 

rt, w>ft 2n 

'2ii.2ii — l~2n— 1 

hinzukommt. 

Geht man zu den Quadraten tiber, so mufs der zu n — 1 gehö- 
rige Werth von c* mit 

2n>2w 
2« — 1.2ii— 1 

multiplicirt werden, um den zu n gehörigen darzustellen. Man hat 
nämlich 

f&r ii«il...c'=xy* 2 

It sa 2 . . . C* SB 
It a=s 3 . . . C^ SS 

und so fort. Die Werthe von c' sind hier in der Art geschrieben, 
dafs sie aus einem Bruche und einem Factor bestehen. Der Factor 
ist immer gleich 2». Der Bruch nähert sich aber, wenn n gröfser 
wicd, immer mehr einem bestimmten Werthe. Sobald nämlich n um 
eine Einheit wächst, so wird er mit 

2» — 2>2n 
2n — 1.2n — 1 

multiplicirt und dieser Factor nähert sich bei zunehmendem n immer 
mehr der Einheit, wodurch der Bruch einen constanten Werth an- 
nimmt, dieser ist aber nichts anders, als ^ti oder die Länge des 
Quadranten fbr den Badius 1. Die Herleitung dieses von Wallis 
gegebenen Ausdruckes dürfte manchen Lesern unbekannt sein, woher 
die nachstehende Mittheilung sich rechtfertigen wird. 
Durch partielle Integration hat man 

/z* dz 1 . m — 1 /"«"""^•d» 

J/(l — O m ^^ ^ m J^l— O 

Man kann sonach dieses Integral auf ein anderes von gleicher 
Form zurückführen, in welchem der Exponent um 2 Einheiten klei- 
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ner ist. Jenachdem der letztere gerade oder ungerade ist, bleibt er 
auch in den abgeleiteten Integralen gerade oder ungerade. Beide 
Fälle müssen besonders behandelt werden. 

Wenn m eine ungerade Zahl ist, so enthalten die nach und 
nach gefundenen Glieder, die nicht unter dem Integral-Zeichen stehn, 
nur gerade Potenzen von z. Man hat 

und 80 fort. 

Wenn m dagegen eine gerade Zahl ist, so führt die Integra- 
tion zu trigonometrischen Functionen. Der einfacheren Bezeichnung 

wegen setze man ' 

arc (sin = ») = y 

Man hat alsdann 



Jj/(l-0 

r z^^d^ /, , 1 . 3 \ ,,, ,. 1-3 . ^ 

f »*d» /, 5 , 1*5 3 ^l-3-5 \ ,,, «_^ 1-8.5 

JfÖ^^ (i*+4T6*+2:4:6V''(l-*)-^ 2.4.6'^ 

und so fort. 

• Sucht man nun für die sämmtlichen Integrale die Werthe inner- 
halb der Grenzen zsssQ und « =s 1 , also für ^ =: bis ^/ ss |;c, so 
verschwinden jedesmal alle Glieder bis auf eins. Dieses ist 
für m = . . . gleich In und für m = 1 . . . gleich 1 

- i7»s=2... - q" • J^ " " in = 3 

- m:s4... - ;:: r»4« - - «1 «B 5 
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" 111=6... - -TT ; X • }^ " " fll B= 7 



" "»='^--' - 2.4.6.8*»"' ■ '""^••' ■ 3.5.7.9 
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und so weiter. Die Werthe sind einander so gegenüber gestellt, dafs 
m auf der rechten Seite um eine Einheit gröfser ist, als auf der linken. 
m und m + 1 nähern sich aber immer um so mehr , je gröfser m 
wird, und werden einander gleich, wenn m unendlich grofs ist, in 
diesem Falle sind auch die zugehörigen Werthe sich gleich. Beide 
haben alsdann bestimmte Zahlenwerthe angenommen, weil die jedes- 
mal hinzukommenden Factoren 

m — 1 
m 

bei grofsem Werthe von m gleichfalls 1 geworden sind. 
Man hat sonach 

1*3'5*7'9'' 2*4-6»8- 10 • . . 

2 . 4 . 6 . 8 . 10 • • • • ^^ ™ 3.5*7.9*H . • . 

oder , _ 2'2>4.4>6>6*8*8*10-10-- 

^^ "" 1.3. 3-5. 5. 7. 7. 9. 9. 11.- 

Dieses ist genau derselbe Bruch, der mit 2n multiplicirt c* dar 
stellte. Man hat also 

oder c=J/(7in) 

da aber C€= 1 

so ist 1 

oder 1 



ft 



n • €* 



Der im vorigen Paragraph entwickelte Ausdruck für y verwan- 
delt sich also in 



1 



ta X 



In dieser Form hat Gaufs das Gesetz über die Wahrschein- 
lichkeit der Beobachtungsfehler ausgedrückt*). 



*) Theoria motus corporum coelestium. Hamburg 1809. Gaiifs leitete das Gesetz 
zuerst aus der Voraussetzung her, dafs das arithmetische Mittel der wahrscheinlichste 
Werth einer mehrfach gemessenen Gröfse sei. Encke wios im astronomischen Jahr- 
buche für 1834 nach, dafs man nur annehmen dürfe, das arithmetische Mittel aus 
zwei Messungen sei der wahrscheinlichste Werth der Gröfse. In der Theoria comhi- 
nationis ohservationum erroribus minimts obnoxiae, Gottingen 1823, erklärte Gaufs jeden 
Beweis für die Richtigkeit der Voraussetzungen für entbehrlich, indem dieselben schon 
in sich begründet seien. 



IIL Abschnitt. 

Die Methode der kleinsten Quadrate. 

§ 16. 

In vielen Fällen ergeben die Messungen oder Beobachtungen 
unmittelbar das gesuchte Resultat. Dieses geschieht, wenn es sich 
nur um die Auffindung einer einzigen unbekannten Gröfse handelt, 
wie zum Beispiel wenn die Entfernung zweier Punkte gemessen wird. 
Auch solche Messung ist jedesmal mit einem gewissen Fehler behaftet, 
woher die Wiederholungen im Allgemeinen verschiedene Resultate 
geben. 

Häufig ist dagegen die Erscheinung^ die man beobachtet, von 
mehreren Gröfsen oder Kräften abhängig, deren Einflufs man kennt, 
so dafs man die Abhängigkeit der Erscheinung von denselben analy- 
tisch ausdrücken kann. Alsdann treten die Unbekannten, die das Maafs 
des Einflusses bezeichnen, als Factoren, oder in anderer Form auf. 
Sollte aber die Art der Einwirkung unbekannt sein, so mufs man 
verschiedene Hypothesen versuchen und für jede den betreffenden 
Ausdruck mit den Beobachtungen vergleichen. 

Um das Vorkommen mehrerer Unbekannten durch ein 
Beispiel zu erläutern, mag wieder auf die Bewegung des Wassers 
in Röhren zurückgegangen werden. Nach der von Prony aufge- 
stellten Theorie rührt der Widerstand des Wassers theils von einem 
gewissen Anhaften an die Röhrenwand und theils von der Reibung 
her. Dabei wird vorausgesetzt, dafs der von der ersten Ursache 
herrührende Widerstand der ersten Potenz, die Reibung dagegen 
dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sei. Nimmt man 
auch auf den zur Erzeugung der Geschwindigkeit erforderlichen 
Druck Rücksicht, so ist derselbe gleichfalls in dem zweiten Gliede 
enthalten. Man hat also die Gleichung 

A = r • c -h « • c* 
wo A die Druckhöhe, c die Geschwindigkeit des Wassers in der 
Röhre und r und s die gesuchten unbekannten Factoren sind. Durch 
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jede einzelne Beobachtung ist der zum jedesmaligen h gehörige Werth 
von c gegeben. 

Ist nur eine Beobachtung angestellt, so erhält man auch nur 
eine Bedingungs-Gleichung, aus der sich beide Unbekannte nicht be- 
rechnen lassen. Aus zwei Beobachtungen, oder allgemein, wenn die An- 
zahl der Beobachtungen eben so grofs ist, als die der Unbekannten, so 
kann man die Werthe der letzteren zwar in voller Schärfe bestimmen, 
aber die Resultate sind durch die unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
entstellt, über deren Gröfse, so wie tiber ihren Einflufs man sich 
kein Urtheil bilden kann, so lange jede ControUe fehlt. 

Der dritte Fall tritt endlich ein, wenn die Anzahl der Beobach- 
tungen gröfser, als die der Unbekannten ist. Man kann bei zwei 
Unbekannten dieselben aus je zwei beliebig gewählten Beobachtungen 
berechnen, aber bei einer anderer Wahl erhält man eben wegen der 
Beobachtungsfehler andere Resultate, und es bleibt unentschieden, 
welche von diesen die richtigeren sind. Es entsteht die Frage, wie 
man die Beobachtungen am vortheilhaftesten zu verbinden hat, um 
die wahrscheinlichsten Werthe darzustellen. Diese Aufgabe löst die 
WahrjBcheinlichkeits- Rechnung und zwar durch die Methode der 
kleinsten Quadrate. 

Nach der früheren Herleitung (§ 15) ist bei irgend einer Beob- 
achtungsart die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler x zu begehn 






1 



m 



und in derselben Weise drücken sich auch bei derselben Beobach- 
tungsart die Wahrscheinlichkeiten y', y", y'" ... fttr die Fehler a?', a?". 



X*** . . . aus. 



In § 4 ist gezeigt worden, dafs die Wahrscheinlichkeit des Zu- 
sammentreffens zweier, von einander unabhängiger Ereignisse dem 
Producte aus der Wahrscheinlichkeit des ersten in die des zweiten 
gleich ist. Betrachtet man noch ein drittes Ereignifs, so ist dieses 
als das zweite zu betrachten, nachdem die beiden ersten schon ver- 
bunden sind, und der Satz dehnt sich also dahin aus, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit des Zusammentreffens jeder beliebigen An- 
zahl von Ereignissen dem Producte der Wahrscheinlichkeiten 
aUer einzelnen gleich ist. Die Wahrscheinlichkeit des Zusammen- 
treffens der Fehler x, x\ x" . . . . ist also 

j —»* — «'«' — «"«"—.... 

^ ^ ^ ynyn 
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Man sucht diejenige Wahrscheinlichkeit, die unter allen die gröfste 
ist, und diese stellt sich augenscheinlich heraus, wenn 

I ' ' I M » I 

XX '^ X X -+- a? X -+- • • • • 

ein Minimum wird, oder wenn die Summe der Quadrate der 
übrig bleibenden Fehler ein Kleinstes ist. 

Dieser Lehrsatz ist schon an sich von grolser Wichtigkeit, in- 
dem er sicher erkennen läfst, welche Hypothese über die Abhängig- 
keit der Erscheinungen von gewissen veränderlichen Gröfsen sich an 
die Beobachtungen am besten anschliefst, er gewährt aber auch die 
wesentliche Erleichterung der Rechnung, dafs man nicht durch ver- 
suchsweise Einführung verschiedener Werthe der Constanten die pas- 
sendsten aufsuchen darf, sondern man diese fbr das zum Grunde ge- 
legte Gesetz der Erscheinung aus den Beobachtungen direct berech- 
nen kann. 



§ 17. 

Der einfachste Fall stellt sich dar, wenn die beobachtete Grö&e 
Jr der Summe verschiedener Glieder gleich ist, von denen jedes 
eine gemessene Gröfse oder eine Function derselben als Factor 
enthält, während die gesuchten Constanten die anderen Factoren 
dieser Glieder sind. In der Gleichung 

kcsar + bs + ct'^ - • • • 

kennt man die Gröfsen Jr, a, 6, c . . . . gesucht werden r, «, ^ . . . . 

Sollte zu dieser Summe noch ein Glied kommen, das keine Un- 
bekannte zum Factor hat, wie etwa bei Winkelmessungen der vorher 
bestimmte CoUimations -Fehler, so kann man dieses sogleich von k 
abziehn, wodurch der Ausdruck wieder die angegebene Form an- 
nimmt. 

Zur Erläuterung mag noch hinzugefügt werden, dafs nach dem 
im vorigen Paragraph gewählten Beispiele /r =b A, a=sCy 6 = c* und 
tsssO sein würde, weil nach der zum Grunde gelegten Hypothese 
die Druckhöhe sich nur aus zwei Gliedern zusammensetzt, von denen 
das eine die erste und das andre die zweite Potenz der Geschwin- 
digkeit zum Factor enthält. 

k ist indessen nicht in aller Schärfe beobachtet, vielmehr mit 
einem gewissen Fehler x versehn, so dafs die Gröfse k sich in A: + a; 
verwandelt. Man hat also 

ÄPaa — k+ar + bs + ct + 



• . » « 
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and in gleicher Art hat man ftlr die übrigen Beobachtungen die 
Fehler 

aj' = — *'4-a'r-4-6'*-4-c'*-h • • • 
aj"e= — *"-+- a"r-h b"$ ^c"t+ * - - 

und 80 fort. Die Anzahl dieser Gleichungen ist eben so grofs, als 
die der Beobachtungen. 
Indem nun 

XX -|- X X -4- x' X -|- • • • 85= ^ 



ein Minimum sein soll, so mufs das Di£Eerenziale davon gleich Null 
sein, daher 



Man hat aber 
xdx= ( — *-+-ar-h6*-hc^-h • • •) (adr-+-6d* + cd^4- • • •) 



und in gleicher Weise die Ausdrücke für die übrigen Fehler. 

Die gesuchten Constanten sind von einander unabhängig, daher 
löst sich die Gleichung 

in so viele Gleichungen auf, als es Unbekannte giebt, nämlich 

dr 

und so fort. Führt man nun die Multiplication des Ausdruckes för 
xdx wirklich, aus, so hat man 

a;daj = ( — Äa-haa • r H- a6 • « -hac • ^-h • • •) dr 

-i-( — kb H-a6«r-4-66-«-4-6c-^-h • • ')ds 
-H( — kc^ac*r-{'bc»s + cc^t+' • ) dt 



Ganz übereinstimmende Ausdrücke erhält man für x'dx\ x"dx\ . . . 
wobei nur k^ a^b^ c . . . sich in Ä', a, 6', c' . . . so wie in k\ o", 6", 
c" . . . u. s. w. verwandeln. Man erhält alsdann durch Summirung 
der Glieder, die dr zum Factor haben 
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0«=^ = -(*aH-*o+*"a'H ) 



-+ (aa -i-a^a'-h a"a" -|- . . .) r 
(a6 + a'6'-ha"6"H )* 



d2: d2 

In gleicher Weise stellen sich die Ausdrücke für -j— und -j-- 

dar, und wenn man die Summe der gleichartigen Producte durch 
die Parenthese [ ] bezeichnet, so erhält man die Bedingungsgleichungen 

= — [ka\ -h [aa]r -f- [06]« + [oc] / 
0=.— [*6]-f-[a6]r-4-[66]«-h[6c]e 
0=»— [kc\ -+-[ac]r-+-[6c]* -h[cc]< 

U. 8. W. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist eben so groi's, als die der 
unbekannten Gröfsen r, «, ^, . . . die Werthe der letzteren lassen sich 
also in aller Schärfe finden und sie sind die wahrscheinlichsten, weil 
sie die kleinste Summe der Fehler -Quadrate darstellen*). 

Um ein Beispiel von der Anwendung dieser Gleichungen zu 
geben, möge der Fall dienen, dafs die Grenze zwischen zwei Grund- 
stücken unkenntlich geworden, man aber weifs, dafs sie in einer ge- 
wissen Ausdehnung eine gerade Linie gebildet hat, und in dieser 
vier Punkte liegen, die sich annähernd als Grenzpunkte erkennen 
lassen. Nach einem beliebig gewählten Coordinaten- System messe 
man die Lage dieser Punkte und man finde 

für aj = » = 3,5 

a? s= 88 y = 5,7 

07 = 182 y = 8,2 

a? = 274 y = 10,3 

Die gerade Linie, die diesen Punkten sich möglichst anschliefsen 
soll, ist gegeben durch die Gleichung 

y = r-f-a; • h 

vergleicht man dieselbe mit der vorstehenden Formel 



*) Diese Qleicbangen wurden zuerst , jedoch ohne nähere Begründang, von Le- 
gendre angegeben und benutzt. NouvelUs m^thodes pour la d^termination dta orbites des 
eomites. Paris 1806. 



44 

so ist 

k = y 

bsssx 

Die Glieder, die t . ., enthalten, fallen fort. 
Zar Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe von r und.« 
hat man daher die beiden Bedingungs- Gleichungen 

= -[y]+[l]r + [x]s 
and 

= — [xy] -4- [a?]r -H [xx]s 

Bildet man die einzelnen Producte nach den durch die Messung 

gefundenen Gröfsen, und summirt man dieselben, so ergiebt sich 

[y] = 27,7 

[J] = 4 

[x] = 544 
[a?y]=: 4816,2 
[xx]^ 115944 

Durch Einführung dieser Werthe in jene Gleichungen findet man 

r = 3,525 
$ — 0,025 

Die gesuchte wahrscheinlichste Grenze ist demnach fllr dasselbe 
Coordinaten- System durch die Gleichung 

y = 3,525 -h 0,025 • x 

gegeben. Berechnet man hiernach für die obigen x die zugehörigen 
y und vergleicht diese mit den gemessenen y, so ergiebt sich 



berechnet 


9 
gemessen 


Fehler 


«enier- 
Qnadrat 


fttr a; = 3,525 


3,500 


-f- 0,025 


0,000625 


= 88 5,725 


5,700 


-f- 0,025 


0,000625 


— 182 8,075 


8,200 


— 0,125 ^ 


0,015625 


= 274 10,375 


10,300 


■+■ 0,075 


0,005625 



Summe 0,022500 

Die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler beträgt 
also 0,0225 und ist geringer, als wenn man irgend eine andre ge- 
rade Linie gewählt hätte*). 



*} Wie man durch graphische Darstellnng und anter der Yoranssetzang, dafs 
grofse Fehler viel unwahrscheinlicher sind, als kleine, ungefähr zu gleichen Resultaten 
gelangt, ergiebt sich aus manchen Aufsätzen yon Lambert in dessen »Beiträgen zum 
Gebrauch der Mathematik. Berlin 1763" und besonders aus der Abhandlung : , Theorie 
der Zuverlässigkeit der Beobachtungen und Versuche." 
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§ 18. 

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate ist im 
Allgemeinen um so zeitraubender, je gröfser die Anzahl der gesuchten 
Unbekannten und die der Beobachtungen ist, indem die aus Potenzen 
und Producten zusammengesetzten Summen sich alsdann vervielfU- 
tigen und zugleich aus mehr Gliedern bestehn. Von den Logarith- 
men-Tafeln wird man zur Darstellung der einzelnen Producte oder 
Potenzen Gebrauch machen, wenn die gemessenen Gröfsen i, a, b, 
c, . . . durch mehrstellige Zahlen sicher gegeben sind, doch gemein- 
hin werden dabei fünf- oder selbst vierstellige Tafeln genügen. Nichts 
desto weniger ist der wiederholte üebergang von den Zahlen zu den 
Logarithmen und umgekehrt mühsam und zeitraubend, woher eine 
andre Methode oft den Vorzug verdient. 

Eine solche ist von Bessel angegeben*). Sie bezieht sich auf 
die Benutzung der Quadrat-Tabellen. Man kann aus diesen 
unmittelbar die Quadrate aa^ 66, . . . entnehmen, doch wäre dieser 
Vortheil von wenig Bedeutung, wenn man zur Darstellung der Pro- 
ducte a6, ac^... noch die Logarithmen -Tafeln benutzen müfste. 

Dieses läfst sich aber leicht vermeiden, indem auch die Producte 
sich aus denselben Tabellen ergeben. Man hat nämlich 

ab=- ^— TT 

2 

Die Quadrate von a und b gebraucht man schon zur Darstel- 
lung ihrer Summen, und sonach findet man bequem das Product 
abj sobald man noch (a-f-6)* aufschlägt. Für ka ist das Verhält- 
nifs freilich anders, insofern das Quadrat von k in jenen Gleichungen 
nicht vorkommt. Um fta zu finden mufs man die Quadrate von k 
und von (ft-f-a) suchen. Diese Mehr -Arbeit ist indessen nicht be- 
deutend, und gewährt schliefslich noch den sehr grofsen Vortheil 
einer sichern Controlle der ganzen Rechnung. 

Die Erleichterung der Rechnung würde nicht eintreten, wenn 
man für jede einzelne Beobachtung die Producte ab, &a, . . . ent- 
wickeln müfste, dieses ist aber nicht nothwendig. Unter Beibehaltung 
der oben gewählten Bezeichnung ftir die Summen hat man nämlich 

[ab] = Ka-hb)(a-hb)]-[ad]-[bb] 



^) lo Schumacher's astronomiscbeo Nachricbteo. Band 17. 
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Man summirt also unmittelbar die einzelnen Quadrate und be- 
rechnet schliefslich aus den Summen derselben, die grofsentheils schon 
in jenen Bedingungs- Gleichungen vorkommen, die Summe der Pro- 
ducte ab. 

Was die erwähnte schliefsliche Controlle betrifft, so braucht 
man nur die Quadrate von 

k -H fl-H b + c -+• • • • 
aus den Tabellen zu entnehmen und die Summe derselben mit den 
bereits ermittelten Summen zu vergleichen. Diese Summe ist nämlich 

= [Ä&]-h[aa]4-[66]H-- • • 2([Äa]H-[Ä6] -+-. • -^-[aftJ-hLac]-!- • • •) 

Stellt sich hierdurch jene Summe wirklich dar, so ergiebt sich 
daraus, dafs nicht nur die einzelnen Quadrate und Producte richtig 
berechnet sind, sondern dafs auch in den sämmtlichen Summationen 
kein Fehler vorgekommen ist. 

Die Erleichterung und Sicherheit der Rechnung in dieser Weise 
fand Bessel so grofs, dafs selbst in dem Falle, wenn die Gröfsen /r, 
a, 6, . . . durch Logarithmen gegeben waren, er von diesen auf die 
Zahlen überging und die Quadrat -Tabellen benutzte. 

Man findet vielfach iu den Taschenbüchern flir Ingenieure und 
in andern Handbüchern Quadrat- Tabellen mitgetheilt, dieselben sind 
indessen flir den vorliegenden Zweck nicht bequem eingerichtet, auch 
nicht mit den Differenzen versehn, die man also beim Uebergange 
zur folgenden Decimal- Stelle jedesmal suchen mufs. Es schien des- 
halb angemessen eine passende Tabelle dieser Art hier beizufügen. 
(Anhang ii.) 

Dieselbe ist auf 4 Decimal- Stellen beschränkt. In der ersten 
Spalte enthält sie die Zahl, in der zweiten das zugehörige Quadrat 
und in der dritten die Differenz gegen das nächst folgende Quadrat. 
Die Zahlen, wie die Quadrate sind in der Form von Decimal -Brüchen 
dargestellt, und zwar so, dafs das Komma unmittelbar hinter der 
ersten Ziffer steht. So ist zum Beispiel das Quadrat von 7,7777 
nach der Tabelle gleich 60,4926. Für jede andre Stellung des Kom- 
mas in der Zahl, findet man das Quadrat, indem man im Letztem 
das Komma um die doppelte Anzahl von Stellen und zwar in glei- 
chem Sinne versetzt. So findet man das Quadrat 

von 77,777 gleich 6049,26 



und eben so 



von 0,77777 - 0,604926 
von 0,077777 - 0,00604926 
von 0,0077777 - 0,0000604926 
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In dieser Weise lassen sich leicht die Quadrate sowohl von 
ganzen Zahlen, wie auch von solchen, die mit Decimal- Brüchen ver- 
sehu sind, und eben so auch diejenigen von ächten Decimal -Brüchen 
entnehmen. Der erste Theil der Tabelle von 0,00 bis 1,00 war 
an sich entbehrlich, da die betreffenden Quadrate im folgenden Theile 
mit gröfserer Schärfe angegeben sind, er ist indessen mit aufgenom- 
men, da häufig in einzelnen Beobachtungen die gemessnen Gröfscn 
sehr klein und zugleich wenig sicher sind, und man in solchem Falle 
die Quadrate hier entnehmen kann, ohne dals das Decimal -Komma 
eine von den übrigen Messungen abweichende Stelle zu erhalten 
braucht. Indem aber fllr die Zahlen, die wenig gröfser, als 10 oder 1 
sind, die doch am häufigsten vorkommen, die Quadrate bei der Her- 
leitung aus den Quadraten von 1,00 u. s. w. nicht dieselbe Schärfe 
haben, wie flir die vorhergehenden Zahlen, so ist die Tabelle noch 
etwas über 10 hinaus fortgesetzt. 

Schliefslich mufs noch darauf aufmerksam gemacht werden, dafs 
es ohne Zweck ist, die Rechnung mit viel gröfserer Schärfe zu fthren, 
als die Messungen selbst haben. Wenn also etwa die dritte Stelle 
in der Messung unsicher ist, so geben die Quadrate in vier Ziffern 
ausgedrückt schon genügende Sicherheit. Sonach dürfte die hier 
mitgetheilte Tabelle, welche mit Benutzung der beigefllgten Differenzen, 
die fünfte Stelle angiebt, für alle Fälle der Anwendung hinreichende 
Schärfe besitzen. * 

Bei zahlreichen Beobachtungen enthalten die Summen der Qua- 
drate oder der Producte gemeinhin eine gröfsere Anzahl von Ziffern 
als die einzelnen Glieder. Indem man diese Summen in die Bedin- 
gungsgleichungen einführt, darf man bei Berechnung der Constanten 
die schon erreichte Schärfe nicht mehr aufgeben. Dieses verbietet 
sich auch noch aus einem andern Grunde. In der weiteren Rech- 
nung werden nämlich aus je zwei Gleichungen, die nicht selten nahe 
dieselben sind, einzelne Glieder eliminirt. Man kommt also zu sehr 
kleinen Differenzen, aus welchen man eine Unbekannte berechnen 
soll. Eine geringe Ungenauigkeit der Rechnung hat daher schon 
grofsen Einflufs auf das Resultat, und letzteres stellt sich leicht als 
ganz unbrauchbar heraus, wenn in Folge solcher Ungenauigkeit die- 
selbe Summe in einer Bedingungs- Gleichung einen etwas andern 
Werth erhalten hat, als in der andern. Hiernach ist es nothwendig, 
bei Berechnung der Constanten aus den Bedingungs -Gleichungen 
sich solcher Logarithmen -Tabellen zu bedienen, welche der Schärfe 
der ermittelten Summen vollständig entsprechen. 
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§ 19. 

Ein Zahlen- Beispiel mag diese Rechnungsart erläutern. Eine ge- 
mefsne Gröfse k sei von einer Variabeln e in der Art abhängig, dafs 

ksssrC'+'Se^ 

Die constanten Factoren r und 8 sollen aus den Beobachtungen 
bestimmt werden. Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem § 17 
gegebenen, so ist 

und da nur zwei Glieder vorkommen, so braucht man auch nur aa^ 
66, ab, ha und kb für jede Beobachtung zu berechnen. 
Die Messungen haben ergeben 



ftr e BS 0,33 


ifc«2,51 


» 1,04 


= 5,23 


= 1,32 


= 6,12 


= 2,06 


= 7,97 


1^2,60 


= 8,81 


— 3,14 


= 9,10 


= 3,82 


= 8,26 


= 4,13 


= 8,04 


Die Werthe von 6 = e* und bb 


= e* • e* ergeben sich unmittel- 


bar aus der Tabelle 


r 


6= 0,109 


66= 0,01 


= 1,082 


= 1,17 


= 1,742 


= 3,03 


= 4,244 


= 18,01 


= 6,760 


= 45,70 


— 9,860 


= 97,22 


— 14,592 


= 212,92 


— 17,057 


— 290,94 



[6] == [aa] = 55,446 [6 6] = 669,00 

Der erste Werth b b kann nach der Tabelle zwar noch genauer 
angegeben werden, die gröfsere Schärfe wäre jedoch hier ohne Zweck, 
weil die letzten Werthe von b b sich nur in Hunderttheilen der Ein- 
heit ausdrücken lassen. Selbst diese letzte Decimal -Stelle hätte ver- 
nachlässigt werden können, da die Untersuchung der wahrscheinlichen 
Fehler, wovon im Folgenden die Rede sein vnrd, ergiebt, dafs die 
Beobachtungen nicht den Grad der Genauigkeit besitzen, mit dem 
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die Rechnung hier gefbhrt ist. Man überzeugt sich auch leicht, dafs 
ftkr diese Beobachtungen, von denen kßine bis auf ein Tausendtheil 
ihres Werthes genau angegeben ist, schon vierstellige Quadrate genfigt 
hätten, wodurch die Rechnung wesentlich erleichtert worden w&re. 
In derselben Art findet man 

[kk]=:> 4^7,92 
[(* -h a) (* + o)] = 777,38 
[(* + &)(* 4- 6)] = 2011,6 
[(o H- 6) (o -4-6)] =1098,3 

Hieraus kann man nach der im vorigen Paragraph bezeichneten 
Methode leicht die Summen der Producte darstellen, nämlich 

_ [(ft + a) (ft + fl)] - [**] - [aa] 



[ak] 

=a 147,01 
und eben so 

[6*] — 457,38 

[a&] = 186,92 

Wenn man nun behufs der Controlle noch 

[(* + a + 6) (* + a -+- 6)] 

sucht, so findet man^ dafs dieses 

»: 2734,88 

wogegen die früher berechneten Quadrate und Producte ergeben 

[kk] + [aä] 4- [66] + 2 ([a&] H-[6&] + [ab]) = 2734,89 

Die Uebereinstimmung beider Zahlen ist zufällig sogar gröfser, 
als man erwarten konnte, woher die Rechnung in allen Theilen rich- 
tig ist. 

Aus den gefundenen Summen 

* 

[aa]^ [66], [a6], [ak] und [6/r] 

kann man nun nach den obigen Bedingungs- Gleichungen (§17) 
und zwar mittelst 5 stelliger Logarithmen- Tafeln die wahrscheinlich- 
sten Werthe der Unbekannten berechnen. Man findet darnach 

r = 5,9735 

r = — 0,9851 
also 

k = 5,9735 . e — 0,9851 • e^ 
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und wenn man f&r e die gemessenen Wertbe einfuhrt 



e 


i berechnet 


k beobachtet 


Differenz 


Quadrat 


0,33 


1,86 


,2,51 


0,65 


0,422 


1,04 


5,15 


5,23 


0,08 


,006 


1,32 


6,16 


.6,12 


+ 0,04 


,002 


2,06 


8,12 


7,97 


+ 0,15 


,023 


2,60 


8,87 


8,81 


+ 0,06 


,004 


3,14 


9,04 


9,10 


0,06 


,004 


3,82 


8,45 


8,26 


+ 0,19 


,036 


4,13 


7,86 


8,04 


0,18 


,032 




umme 0,529 



Man darf die vorstehenden Differenzen nicht als die wirkli- 
chen Beobachtungsfehler ansehn, indem die für r und s ge- 
fiindenen Werthe nicht die wahren, sondern nur die wahrscheinlich- 
sten sind. Es wird später (§ 30) gezeigt werden, wie man aus 
diesen Differenzen auf die Gröfse der wirklichen Beobachtungs- Fehler 
schliefsen, und die wahrscheinlichen Fehler der gefundenen Con- 
stanten r und s berechnen kann. 

Vergleicht man die Differenzen unter sich, so konnte man leicht 
vermuthen, dafs die starke Abweichung der ersten Beobachtung, die 
also an sich sehr unwahrscheinlich ist, durch andere Werthe von 
r und s vermindert werden könnte. Dieses ist jedoch hier nicht 
der Fall, weil die zum Grunde gelegte Gleichung die Bedingung 
enthält, dafs fbr e = auch Ar = ist. Hiernach mufs angenommen 
werden, dafs die erste Messung mit einem starken Fehler behaftet 
ist, der bei der geringen Gröfse von e und k sich auch erklärt. 

Man darf, so lange man eines Irrthums sich nicht bewufst ist, 
eine abweichende Beobachtung nicht als falsch ansehn und 
sie deshalb ausschliefsen. Allerdings geschieht dieses nicht selten, 
doch rechtfertigt es sich keineswegs, denn eines Theils sind mögli- 
cher Weise die unter einander übereinstimmenden Beobachtungen 
weniger richtig, als die abweichenden, sodann aber wird bei diesem 
Verfahren die Sicherheit des Resultates viel gröfser dargestellt, als 
sie wirklich ist. Die Täuschung, die man durch Verschweigen 
von Messungen begeht, läfst sich eben so wenig entschuldigen, 
als wenn man Messungen fälschen oder fingiren wollte. 
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§ 20. 
Die bisher den Beobachtungen zum Grunde gelegte Form 

worin die Unbekannten als einfache Factoren in den verschiedenen 
Gliedern vorkommen, stellt sich keineswegs in allen Fällen dar, doch 
lassen sich jedesmal «auch andre Ausdrücke auf diese Form zu- 
rückführen. 

Sollte ein Glied das Product oder den Quotient zweier 
Unbekannten enthalten, von denen die eine noch in einem andern 
Gliede auftritt, so hindert nichts, dieses Product oder diesen Quo- 
tient als eine einfache Unbekannte anzusehn, die sich zerlegen läTst, 
sobald man einen Theil derselben als zweite Unbekannte ermittelt 
hat. Hätte man zum Beispiel die Gleichung 

k --:= ars -^bs 

so würden zunächst die wahrscheinlichsten Werthe von rs und von 
s berechnet werden, indem man aber hierauf den ersten durch den 
zweiten dividirt, so findet man r. 

Nicht selten kommt eine Unbekannte in verschiedenen Po- 
tenzen vor, alsdann bleibt nur übrig, einen Näherungswerth dafbr 
einzuftihren und die Verbesserung desselben als die gesuchte Unbe- 
kannte anzusehn. Hat man zum Beispiel die Gleichung 



so setze man 

wo R der Näherungswerth und q die unbekannte Verbesserung des- 
selben ist. Letztere mufs gegen den ersten so klein sein, dafs ihre 
höheren Potenzen vernachlässigt werden können. Alsdann ist 

und man erhält, indem man die bekannten Glieder vor das Gleich- 
heits -Zeichen stellt, 

* — aß* — 6ä = (ä.ä* ""* + &) p + c# 

Die Unbekannten q und s sind alsdann durch diese Umformung 
einfache Factoren geworden, wie in der frühern Gleichung. Sollte 
sich schliefslich för g ein so grofser Werth ergeben, dafs dessen 
zweite Potenz nicht vernachlässigt werden darf, so bleibt nur übrig 
nunmehr R-i-g als den Näherungswerth anzusehn und unter Ein- 
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fQbrung desselben in gleicher Weise die schliefsliche Verbesserung 
zu berechnen. 

Wenn eine Unbekannte als Exponent auftritt, so ist der 
einfachste Fall in der Form 

k = r • a 

ausgedrückt. Man kann alsdann leicht die obige Form darstellen, 

indem 

log* = logr -h log a • # 

Die Unbekannten sind alsdann logr und «, und nach der frü- 
heren Bezeichnung wird 

k = logk 

a = l 

bssloga 
Bei dieser Art der Umformung tritt indessen das Bedenken 
ein, dafs nicht die Summe der Quadrate der Abweichungen von k, 
sondern von log/r ein Minimum wird, was oft nicht statthaft ist, 
weil diese ' Abweichungen relativ sehr verschieden ausfallen und da- 
durch leicht einzelnen Beobachtungen ein überwiegend grofses Ge- 
wicht beigelegt wird, welches sie nicht haben. Diese Umformung 
ist aber auch nicht ausführbar, sobald noch ein zweites Glied hinzu- 
kommt, wie etwa der Ausdruck 

k= r • a -^bt 
Man mufs auch hier einen Näherungswerth einfähren, und in- 
sofern derselbe dem wahren Werthe von s sehr nahe kommt, darf 
man die gesuchte Verbesserung als Differenzial von s ansehn. Be- 
kanntlich ist 

da sssa •lognata-cf« 
Wenn daher S den Näherungswerth bezeichnet, dessen Verbes- 
serung (T man sucht, so hat man 

a=a =a +a -lognata-a 
und folglich 

S 8 

k = a r-+'a Yoga* ra -hbt 
Die drei Unbekannten sind alsdann r^ ra und t. Durch Divi- 
sion der zweiten durch die erste ergiebt sich <t. Die gemessnen 
Gröfsen sind aber nach der obigen Bezeichnung 

k = k 

3 

a= a 

s 
b asB a • log nat a 
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Es darf kaum erwähnt werden, dafs man die natürlichen Loga- 
rithmen erhält, wenn man die Brigge'schen mit 2,3 oder wenn grö- 
ßere Genauigkeit erforderlich sein sollte, mit 2,3025 multiplicirt. 
Ob die Verbesserung d zu S addirt, oder davon abgezogen werden 
soll, ergiebt sich unmittelbar aus dem Zeichen von (X. 

Durch ähnliche Einführung von Näherungs- Werthen, die nur 
um sehr geringe Quantitäten von den wahren abweichen, kann man 
jeden vorliegenden Ausdruck so umformen, dafs die Unbekannten 
entweder einzeln, oder ^die Producte derselben als Factoren in den 
verschiedenen Gliedern auftreten. Sollte sich jedoch schliefslich er- 
geben, dals die Verbesserungen der Näherungswerthe noch bedeu- 
tende Gröfse haben, also ihre höheren Potenzen nicht vernachläTsigt 
.werden dürfen, so mul's man unter Einführung des verbesserten Nähe- 
rungs - Werthes die Rechnung wiederholen. Die ersten Näherungs- 
werthe findet man leicht, indem man unter den vorliegenden Beob- 
achtungen so viele auswählt, als Unbekannte vorhanden sind, und 
letztere aus jenen direct berechnet. 

Schliefslich mufs noch darauf aufmerksam gemacht werden, dafs 
man in dem letzten Beispiele, statt das Differenzial als die gesuchte 
Verbesserung anzusebn, auch von der Taylor'schen Reihe hätte aus- 
gehn können, wodurch man auf dieselbe Umformung gekommen 
wäre, sobald man die folgenden Glieder vernachlässigt hätte. 

§ 21. 

Die vorstehend entwickelte Methode zur Auffindung der wahr- 
scheinlichsten Werthe der Unbekannten beruht auf der Vorausset- 
zung, dals die Wahrscheinlichkeit der sämmtlichen Fehler 
der zum Grunde gelegten Beobachtungen gleich grofs oder dafs in 
allen Messungen der Werth von n in der Gleichung 

1 *« 



y = 



yn . yn 



n 



derselbe bleibt, dafs also abgesehn von der zufälligen Gröfse der 
Fehler, nicht, ein Theil der Messungen schärfer ist, oder ein weit 
genaueres Resultat erwarten läfst, als ein anderer. Diese Gleich- 
mäfsigkeit findet oft nicht statt, wenn auch die Beobachtungs-Art 
dieselbe ist. 

So kommt es bei hydraulischen Messungen nicht selten vor, 
dafs in derselben Beobachtungs- Reihe die grofsen Geschwindigkei- 
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ten und grofsen Druckhöben wegen der nothwendigen Abkürzung 
des Versucbes nicbt so genau zu bestimmen sind, wie die kleineren. 
Wenn aber in jener Gleichung k die Druckhöhe, a und b dagegen 
gewisse Functionen der Geschwindigkeit sind^ so hängen die Sum- 
men der Producte und Potenzen vorzugsweise ron diesen überwie- 
gend grofsen, aber am wenigsten sichern Beobachtungen ab, und 
die genaueren Messungen, die sich auf die kleineren Geschwin- 
digkeiten beziehn, verlieren dagegen grossentheils ihren Einflufs. 
Jene Bedingung wird also in diesem Falle keineswegs erftült, viel- 
mehr ist die Wahrscheinlichkeit eines gleich grofsen Fehlers sehr 
verschieden. 

Oft l&fst sich eine Ausgleichung dadurch herbeif&hren, dafs man 
in jeder Beobachtung alle gegebenen Grofsen durch eine derselben 
dividirt, also etwa statt 

ksssar + bs 
die Gleichung 

k b 

a a 

wählt. Hierdurch gelingt es nicht selten, allen Messungen ungefähr 
gleichen Werth zu geben und den überwiegenden Einflufs einzelner 
aufzuheben. Nichts desto weniger darf man Aenderungen dieser 
Art nicht willkührlich einführen, vielmehr ist jedesmal eine sorgfiü- 
tige Ueberlegung erforderlich, ob die Wahrscheinlichkeit der Fehler 

k 
dieser Quotienten — in den verschiedenen Beobachtungen noch die- 
selbe bleibt. 

Demnächst ist darauf aufmerksam zu machen, dafs wenn auch 
die Wahrscheinlichkeit der Fehler an sich gleich grofs ist, dennoch 
einzelne Beobachtungen durch zufällige äufsere Umstände be- 
günstigt werden können, und man schon bei der Messung die 
Ueberzeugung gewinnt, dafs diese einen bedeutend höheren Grad 
(oder im entgegengesetzten Falle einen viel geringeren) von Genauig- 
keit haben, als die übrigen. Dieses kann man am einfachsten be- 
irücksichtigen, wenn man solchen besonders scharfen Beobachtungen 
doppelten Werth giebt, oder die einfache Beobachtung zweimal in 
Rechnung stellt. Im entgegengesetzten Falle würde man alle Beob- 
achtungen, mit Ausnahme der schlechtesten als' doppelte betrachten. 
Hat man aber schon während der Beobachtung sich von der 
grofsen Unsicherheit einzelner Messungen überzeugt, so hindert nichts, 
diese ganz unberücksichtigt zu lassen. Letzteres darf jedoch, wie 
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bereits erw&hnt, nicht deshalb geschehn, weil man später bemerkt, 
dafs sie ron den übrigen bedeutend abweichen. 

§ 22. 

Unter den verschiedenen Aufgaben, die nach der Methode der 
kleinsten Quadrate gelöst werden, wiederholt sich am häufigsten die 
mehrfache Messung derselben Gröfsen. In diesem Falle verwandelt 
sich die Gleichung in 

indem a = 1 , und die übrigen Unbekannten gleich Null werden. 
Man erhält demnach (§ 17) die einzige Bedingungsgleichung fär 
den wahrscheinlichsten Werth von r 

— -[*]+'[!] r 

also 

i + A' + k" 
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wo m die Anzahl der Messungen bedeutet. 

Es ergiebt sich hieraus, dafs das arithmetische Mittel der 
wahrscheinlichste Werth einer mehrfach gemessenen Gröfse ist. Wie 
bereits erwähnt, legte Gaufs diesen Satz der Theorie der kleinsten 
Quadrate zum Grunde. Im Vorstehenden ist dieses nicht geschehn, 
und es war daher nöthig das Princip des arithmetischen Mittels 
durch die obigen Gleichungen zu begründen. 

Es läfst sich auch unmittelbar nachweisen, dafs bei der Annahme 

des arithmetischen Mittels die Summe der Quadrate der Fehler ein 

Minimum wird. 

[aja?] = (r — &)* + (r— *')^ + (r— Är'O^H 

Difierenzirt man den Ausdruck, und setzt das Differenziale gleich 

Null, so erhält man 

o = (r — &) -f- (r — Ä') + (r — F) H • 

oder 

* + *'-!-*" 
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Wäre in dem Ausdrucke für die Beobachtungen a nicht gleich 

1, so würde die Bedingungs- Gleichung sein 

= — [ta] + [aa]r 
und folglich 



IV. Abschnitt. 

Der wahrselieinliebe FeUer. 

§ 23. 

Wenn auch nach dem Gesetze t^ber die Wahrscheinlichkeit der 
verschiedenen Fehler die Grenzen der letzteren in allen Fällen die- 
selben sind, nämlich null und unendlich, so ist dennoch die Sicher- 
heit der verschiedenen Beobachtungs- Arten sehr verschieden. Mit 
einem bessern Instrumente und bei gröfserer Uebung wird man ohne 
Zweifel richtiger messen, als im entgegengesetzten Falle. Die Schärfe 
jeder Beobachtungs-Art ist in dem (§ 15) entwickelten Ausdruck 
für die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens eines gewissen Fehlers x 
durch die Gröfse n gegeben. Die eigentliche Bedeutung von n 
war aber die Anzahl der unendlich vielen theils positiven und theils 
negativen elementaren Fehler, aus deren Verbindung die Beobach- 
tungs- Fehler entstehn. 

Ferner ist nachgewiesen, dafs zwischen diesem n und der Wahr- 
scheinlichkeit, dafs der Fehler gleich Null sei, die mit € bezeichnet 
wurde, eine sehr einfache Beziehung besteht. Man könnte sonach 
auch diese Wahrscheinlichkeit, oder wie es oben gezeigt .ist, die 
gröfste Ordinate der Curve zum Maafs der Schärfe der verschiedenen 
Beobachtungs- Arten wählen, n ist indessen unendlich grofs und s 
unendlich klein, auTserdem ist die Bedeutung beider Gröfsen nicht 
so klar, als wenn man durch einen gewissen charakteristischen 
Fehler unmittelbar die Schärfe der Messung bezeichnet. 

Am einfachsten erscheint es, hierzu den mittleren Fehler 
zu wählen, also die Summe der sämmtlichen Fehler dividirt durch 
ihre Anzahl. Zunächst mache man die Voraussetzung, dafs wirklich 
alle verschiedenen Fehler vorkommen, oder dais die Anzahl der 
Beobachtungen unendlich grofs ist. Die Wahrscheinlichkeit einen 
Fehler zu begehn, der zwischen den Grenzen x und x-hdx fallt, 



■/' 



57 

war ydx^ dieser Ausdruck bezeichnet nach der vorstehenden Annahme 
aber auch die Anzahl der Fehler von dieser Gröfse. Die Anzahl 
der gesammten Fehler ist demmach 

s=lydx^ von x^ — oo bis ficrss-f-oo 

Die Summe der Fehler ist gleich der Summe der Producte 
jedes Fehlers in die Wahrscheinlichkeit seines Vorkommens, also 

yxdx 

und zwar wieder innerhalb derselben Grenzen. 

Das erste Integral ist der Flächeninhalt der Curve, also inner- 
halb der angegebenen Grenzen ist es gleich 1. Das zweite dage- 
gen ist 

aas- — f e » xax 

yn . ynJ 

Der Werth dieses Integrals ist 

ftlr oj = eleich — -~-r- 

^ 2 yn 

und fbr 0? sss 00 - . 

yn 



also von bis oo 



2yn 



und von — oo bis -1- oo = '-;- 

yn 

Bei der Division durch die Anzahl der Fehler oder durch 1 
ändert sich nicht der Werth und man hat sonach den nuttleren 
Fehler m 

m=^ = 0,56420 • yn 
yn 

nach der obigen Herleitung (§ 15) kann man statt n auch 6 einfüh- 
ren und man findet alsdann 

1 

m = — 

ns 

Wenn dagegen nicht alle Fehler, sondern nur eine beschränkte 
Anzahl derselben vorkommen, so ist die wahrscheinlichste Voraus- 
setzung, dafs dieselben nach Maafsgabe ihrer Wahrscheinlichkeit 
sich vertheilen werden. Liegen daher ^ Beobachtungen vor, so ist 
die Summe der betreffenden Fehler gleich 



fi jyxdx 
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die Anzahl derselben ist aber gleich ju und folglich der mittlere 
Fehler m eben so grofs, wie früher. 

Hiernach läl'st sich leicht jene charakteristische Gröfse n durch 
den mittleren Fehler m ersetzen, aber die Bestimmung desselben 
aus einer beschränkten Anzahl von Beobachtungen bleibt in sofern 
sehr unsicher, als die . gröfseren Fehler, die doch weniger wahr- 
scheinlich, als die kleineren sind, und daher seltener vorkommen, 
nur mit ihrem einfachen Werthe in Rechnung gestellt werden. Lie- 
gen viele Beobachtungen vor, so vermindert sich zwar dieser Uebel- 
stand, aber vortheilhaft ist es unbedingt, einen andern charakteristi- 
schen Fehler zu suchen, dessen Werth auch aus einer geringen 
Anzahl von Messungen mit gröfserer Sicherheit sich bestimmen lälst. 

§ 24. 

Eine solche genauere Bestimmung wird möglich wenn man statt 
des mittleren Fehlers, das mittlere Fehlerquadrat wählt. Man 
quadrirt nämlich alle einzelnen Fehler, summirt die Quadrate, und 
dividirt ihre Summe durch die Anzahl der Fehler. Dieser Quotient 
ist das mittlere Fehlerquadrat, das durch qq bezeichnet wird. Hier- 
nach hat man, untei^ der Voraussetzung, dafs alle Fehler wirklich 
vorgekommen sind 

Jy^'^dx 

«« = 7P^ 

und zwar erstrecken sich beide Integrale von — oo bis -4- oo . Der 
Nenner ist alsdann wieder = 1 und man hat 

1 r -- 

Durch Ausftlhrung der partiellen Integration findet man 

«* = 2y;r (- «"'- ^ -+■/«" '^<'^) 

Das erste Glied in der Parenthese verwandelt sich, wenn man 
die Potenz von e in die bekannte Reihe 






l^l.2 ' 1 .2.3 

auflöst, in 



X 



XX 

IH 

91 



K^)^^{'^) 
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und der Werth dieses Quotienten ist för rr = gleich Null, flir 
a? = 00 aber gleichfalls Null. Das erste Glied fällt sonach inner- 
halb dieser Grenzen fort. Das zweite Glied in der Parenthese ist 
dagegen gleich 

yn • yn jydx 
also 

qq^Blnjydx 

Da aber dieses Integral innerhalb derselben Grenzen gleich 1 
ist, so erhält man schliefslich 

qq = ln 

q^^yi^.yn 

— 0,707 ll.J^n 

Der Fehler x = q nimmt in der Curve eine sehr markirte Stelle 
ein, nämlich diejenige, wo die abwärts gekehrte Ejrümmung in die 
entgegengesetzte übergeht, oder wo die Neigung am gröfsten ist. 
Die Neigung ist nämlich 

dy 2 -^ 

— - SS e » • X 

dx nyn • y 71 

und wenn man diesen Ausdruck differenzirt und das Differenziale 
gleich Null setzt, so ergiebt sich 

oder 

x^yi^yn 

also übereinstimmend mit dem Werthe von ^. 

§ 25. 

Es giebt endlich noch einen sehr wichtigen charakteristischen 
Fehler, nämlich den wahrscheinlichen Fehler. Derselbe be- 
zeichnet diejenige Fehlergrenze, von der es eben so wahrscheinlich 
ist, dafs sie überschritten, als dafs sie nicht erreicht wird. Nennt 
man diesen Fehler tr, so muTs das Integral 

ydx von a?==0 bis xs^w 



/' 



eben so grofs sein, wie dasselbe von 

x SS tr bis x s= 00 

ist Indem aber beide Schenkel der Curve symmetiisob und die 
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ganze von ihr eingeschlossene Fläche sss 1 ist , so folgt die Bedin- 
gung, dals dieses Integral zwischen x =^ und x = u) gleich \ sein 
mufs. Zur einfacheren Bezeichnung setze man 

yn 

also 

xssityn und dx^^yn • dt 
Man hat alsdann 

aber 

e =1 r- 



1 ' 1 . 2 1.2.3 ' 

Für die vorstehend angegebenen Grenzen erh&lt man nach Aus- 
fUhrung der Integration, indem 

ij/ji = 0,4431135 
0,4431135 ;=t-i<»H-Jj«»-i'5r 4-, ig<»_,,\5t"4-5j\,«" 

Eine Constante kommt nicht hinzu , da fbr f s= jedes Glied 
gleich Null ist. Es kommt darauf an , denjenigen Werth von t zu 
finden, der dieser Gleichung entspricht. Indem man versuchsweise 
verschiedene Werthe für t einführt, findet man 

* = 0,4769364*) 

Von der Richtigkeit dieser Zahl kann man sich überzeugen, wenn 
man sie in die vorstehende Reihe einführt. Hieraus ergiebt sich nun 
der wahrscheinliche Fehler 

fo = 0,4769364 • yn 

Durch Verbindung mit den Ausdrücken für den mittleren Fehler 
(fft) und für di^ Fehler- Quadrate (qq) findet man auch 

fD = 0,845332 . fft 
und 

IT = 0,674486 • q 

Diese Beziehungen und namentlich die letzte, sind insofern sehr 
wichtig, als man aus einer Reihe von Beobachtungsfehlem den wahr- 
scheinlichen Fehler nicht mit der nöthigen Sicherheit unmittelbar 
finden kann. Zu diesem Zwecke könnte man nur die sämmtlichen 
Fehler ohne Rücksicht auf das Zeichen nach ihrer Gröfse ordnen un4 
denjenigen als den wahrscheinlichen ansehn, der die mittlere 



*) Bessel in der Abhandlang über den Olbers' sehen Cometen hat einen directen 
Weg zur Berechnang von t angegeben. 
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Stelle einnimmt. Es leuchtet indessen ein, dafs dabei keine gleich- 
mäfsige Berücksichtigung der sämmtlichen Fehler, sondern vorzugs- 
weise nur die des an dieser Stelle stehenden statt findet. Wenn 
aber eine gerade Anzahl von Fehlem vorliegt, so läfst sich gar kein 
bestimmter Werth des in der Mitte liegenden angeben und man kann 
vielmehr nur Ghrenzen bezeichnen, die vielleicht weit aus einander 
liegen. Weit sicherer ist es, das mittlere Fehler-Quadrat zu 
bestimmen und von diesem zum wahrscheinlichen Fehler überzugehn. 

§ 26. 

Der wahrscheinliche Fehler eignet sich vorzugsweise zur 
Einheit des Maafses, worin die Fehler derselben Beobachtungs- 
Art gemessen werden. Die Fläche jener Curve, deren Abscissen 
die Fehler und deren Ordinaten die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten 
darstellen, ist gleich 1. Führt man aufserdem als Längenmaafs fib* 
die Abscissen den wahrscheinlichen Fehler ein, so lassen sich auch 
die Ordinaten in bestimmten Zahlenwerthen ausdrücken, und dieses 
gilt auch von den durch sie begrenzten Flächen. Das Letztere 
ist besonders insofern von grofser Wichtigkeit, als sich aus diesen 
Flächen unmittelbar entnehmen läfst, mit welcher Wahrscheinlichkeit 
man das Vorkommen von Fehlern erwarten darf, die gewisse Viel- 
fache, oder irgend welche aliquote Theile des wahrscheinlichen Feh- 
lers sind. 

Indem die Flächen nach der Methode der mechanischen Qua- 
draturen berechnet werden, so mufs man zuerst die Ordinaten in 
geringen Abständen bestimmen. Dieses ist auch schon nothwendig, 
um ein anschauliches Bild von der Form der Curve zu gewinnen. 
Man hatte 

y— """" 



yn • yn 

to a= 0,476936 • yn 



dagegen war 

und indem 

gesetzt wird, folgt 

n= 4,396218 

Man kann hiemach f&r jedes beliebige x^ das zugehörige y be- 
rechnen, und am leichtesten geschieht dieses logarithmisch. 

logy — — iogiyn 'yn) — — log e 
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Die Berechnung des ersten, constanten Gliedes macht keine 
Schwierigkeit, um aber das zweite Glied zu finden, mufs man noch- 
mals zu den Logarithmen übergehn. Das zweite Glied ist nämlich 
die Zahl, die zu 

logo;« — logn -f- log löge 
gehört. Die beiden letzten Glieder sind hier constant, und man 
braucht also in jedem Falle nur logxx aufzuschlagen. 

Beispielsweise werde dasjenige y gesucht, das zu d?s=4^4 ge- 
hört. Man hat alsdann 

c= 2,718282 

loge= 0,434294 

loglogc= 9,637784 

= —0,362216 

logn = 0,643079 



Ferner 
und 



log löge — log» = — 1,005295 

logKn=: 0,321540 
logK^= 0,248575 



log yn*yn=z 0,570115 

Dieses sind die vorbereitenden Rechnungen, von denen man bei 
Bestimmung aUer y Gebrauch macht. 

Für a:= 4,4 ist 

loga?= 0,643453 

loga?a?= 1,286906 

— logn -h log löge == — 1,005295 



»* 



log log c- = 0,281611 



XX 



loge7= 1,91254 



also 



XX 



loge~"ir= 8,08746 
logyn*yn= 0,57011 



endlich 



logy = 7,51735 
y= 0,0032912 



Eben so sind die übrigen Werthe von y, die zu den verschie- 
denen 0?, von a? = bis a?=7,6 gehören, berechnet, und in der 
Tabelle (Anhang B) zusammengestellt. 
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Aus der hier beigefügten Figur ergiebt sich der Zug der Curve. 




Ihr Scheitelpunkt befindet sich in A und an denselben schliefsen sich 
zwei symmetrische Schenkel an, die sich asymptotisch der Abscissen- 
Linie nähern. Die Figur zeigt nur einen derselben, atc ist der 
wahrscheinliche Fehler, so wie a2^ a3 - • - die Vielfachen desselben. 
am dagegen ist der «mittlere Fehler und aq die Wurzel aus dem 
mittleren Fehler -Quadrate. 



§ 27. 

Die Flächen /j^ da; lassen sich nunmehr durch mechanische 
Quadratur leicht aus den Werthen von y herleiten. Dabei pflegt 
man gewöhnlich gröfsere Flächen, die durch eine Reihe von Ordina- 
ten gegeben sind, zusammenzufassen. Im vorliegenden Falle ist es 
aber Aufgabe, jeden einzelnen Abschnitt zwischen zwei zunächst lie- 
genden Ordinaten zu berechnen, und daher empfiehlt es sich, diese 
kleinen Theile zu bestimmen, und sie demnächst zu summiren. In 
solcher Art werdei^ die Resultate auch etwas genauer, indem die 
Aenderung des Differenzial- Quotienten in jeder einzelnen Ordinate 
berücksichtigt wird. 

Der Ausdruck f&r die Fläche zwischen zwei zunächst stehenden 
Ordinaten y und y\ die zu den Abscissen x und x' gehören, ist be- 
kanntlich, wenn 

x' — xs=ä 
gesetzt wird. 



fyd 



X 



\ 
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oder wenn zugleich die negativen Fehler berücksichtigt werden, also 
die kleme Fläche sich verdoppelt 

Man hat aber nach § 14 

dx n 

und 

dx n 

Da femer die Ordinaten in Abständen von 0,1 berechnet sind, 
so hat S gleichfalls diesen Werth, und die gesuchte Fläche ist 

Jydx = 0,i:(y - y')-\- ^^ (yV -yx) 

oder wenn man für n den Zahlenwerth einftlhrt 

=^ 0,1 (» — y') -h 0,00075825 (y' x'—yx) 

Die Werthe von y und y', die zu den Fehlem x und a?' gehö- 
ren, werden unmittelbar aus der zweiten Spalte der Tabelle im An- 
hang B entnommen, wodurch diese Rechnung überaus einfach wird. 
Die so gefundenen kleinen Flächen werden alsdann zu der Summe 
aller vorhergehenden, bis zu a? = 0, addirt. Diese Summe ist in der 
dritten Spalte der Tabelle enthalten, und sie drückt die Wahrschein- 
lichkeit aus, womit man erwarten kann, dafs der Fehler nicht gröfser 
sei, als das entsprechende x, oder dafs er zwischen — x und -f-rc 
fallen wird. 



§ 28. 

Aus der erwähnten Tabelle im Anhang B läfst sich unmittelbar 
entnehmen, tnit welcher Wahrscheinlichkeit man erwarten darf, dafs 
ein Beobachtungsfehler ein gewisses Vielfache des wahrscheinlichen 
Fehlers nicht übersteigen wird. So ist zum Beispiel diese Wahr- 
scheinlichkeit für das Dreifache des wahrscheinlichen Fehlers, gleich 
0,957 also die Wahrscheinlichkeit, dafs der Fehler gröfser sein wird, 
gleich 0,043. Man kann demnach 

957 gegen 43 
oder 

22J gegen 1 

wetten, dafs der Fehler das Dreifache des wahrscheinlichen Fehlers 

nicht übersteigen wird. 
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In gleicher Weise berechnen sich die Einsätze, die man darauf 
verwetten kann, dafs der einzelne Beobachtungs -Fehler gewisse 
Vielfache von tto nicht übersteigen. Nämlich 



2J gegen 1 


füi 


•i» 


1 


1 


- 


Ito 


1 


2i 


- 


l|to 


1 


H 


- 


2io 


1 


10 


- 


2\w 


1 


22 


- 


3(0 


1 


54 


- 


3|«P 


1 


l42 


- 


4to 


1 


415 


- 


4|to 


1 


1341 


- 


5to 


1 


4807 


- 


5|to 


1 


19230 


- 


6w 


1 


83330 


- 


6\u> 


1 


333330 


- 


7w 


1 


1000000 


- 


7iio 



Aufserdem zeigt diese Tabelle auch, in welchem Verhält- 
nifs die Fehler sich nach ihrer Gr.öfse vertheilen, oder 
wie die Anzahl derselben bei zunehmender Gröfse innerhalb gewisser 
gleich weit entfernter Grenzen sich vermindert. Hierdurch wird 
Gelegenheit geboten, die Richtigkeit der Tabelle und der ganzen 
vorgetragenen Theorie der Fehler durch die Erfahrung zu prüfen. 
Es kommt nämlich nur darauf an, diese Zahlen mit einer gröfseren 
Reihe von Beobachtungen zu vergleichen. 

Bei Gelegenheit der Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers 
von Bradley's Beobachtungen hat Bessel Vergleiche dieser Art ange- 
stellt*), und nachgewiesen, dafs die wirklichen Fehler sich in der That 
sehr übereinstimmend mit diesen Gesetzen gruppiren. Beispielsweise 
mögen hier die Fehler der geraden Aufsteigung der Sonne gegen 
die Hauptsteme im kleinen Hunde und im Adler angeführt werden. 

470 Beobachtungen dieser Art waren angestellt und aus der 
Vergleichung derselben unter sich ergab sich der wahrscheinliche 
Fehler der einzelnen Messung gleich 0,2637 Zeitsecunden. Indem 
diese Gröfse als Einheit angenommen wird, so lassen sich nach der 
erwähnten Tabelle die Verhältnifszahlen der Fehler berechnen, die 
gewisse aliquote Theile oder Vielfache des wahrscheinlichen Fehlers 

*) I\indamenta cutronomiae, Seite 19 und 20. 
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überschreiten. Man kann die Grenzen auch in Secunden ausdrücken, 
dieses hat Bessel gethan und die relative Anzahl der Fehler gesucht, 
die unter 0,1 ... 0,2 .. . 0,3 Secunden und so weiter fallen. Durch 
Subtraction wurde sodann die Anzahl der Fehler zwischen und 
0,1 femer zwischen 0,1 und 0,2 Secunden und so weiter ermittelt, 
und es ergab sich 





Anzahl der Fehler 


zwischen 


berechnet 


gezfihlt 


0,0 und 0,1 


95 


94 


0,1 und 0,2 


88 


88 


0,2 nnd 0,3 


78 


78 


0,3 und 0,4 


64 


58 


0,4 und 0,5 


49 


51 


0,5 nnd 0,6 


35 


36 


0,6 und 0,7 


24 


26 


0,7 und 0,8 


16 


14 


0,8 und 0,9 


9 


10 


0,9 und 1,0 


5 


7 


über 1 Secunde 


5 


8 



Die üebereinstimmung dieser Zahlen zeigt deutlich, wie der 
Zufall, sobald vielfache Wiederholungen statt finden, den Gesetzen 
der Wahrscheinlichkeits- Rechnung folgt. 

Es mag noch in einem andern Beispiele das Zutreffen dieser 
Gesetze nachgewiesen werden. Dasselbe bezieht sich freilich nicht 
auf Beobachtungsfehler, aber doch auf eine eben so zufälligeEr- 
scheinung, die sich in bestimmten Zahlenwerthen ausdrücken läfst. 
Aus vielfachen Wiederholungen kann man nämlich den normalen 
Werth mit grofser WahrscheinKchkeit bestimmen und die jedesmalige 
Abweichung von diesem ist dem Beobachtungsfehler vergleichbar. 
Es wird dafür ein Beispiel gewählt, das jeder Leser in allen Ein- 
zelheiten leicht verfolgen und von der Richtigkeit der nachstehenden 
Angaben sich selbst überzeugen kann. 

Eine solche ganz zufällige Erscheinung ist unter andern die Wie- 
derholung eines gewissen Buchstaben. Am häufigsten wird das e ge- 
braucht, daher empfiehlt es sich, dieses zu wählen. Jeder Baumeister 
besitzt Eytelweins Handbuch der Mechanik und Hydraulik und zwar 
vorzugsweise wohl noch die ältere Ausgabe von 1801. Die Vorrede 
zu . diesem Werke soll in Betreff der in jeder Zeile vorkommenden 
Anzahl der e untersucht werden, und zwar mit Einschlufs der Diph- 
tongen ä, ö und ü^ um gröfsere Zahlen zu erhalten. Die eingezo- 
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genen und abgebrochenen Zeilen bleiben unberücksichtigt, weil sie 
kürzer sind als die übrigen, und daher auch eine geringere Anzahl 
der e in ihnen zu vermuthen ist. Man findet alsdann 110 ganze 
Zeilen und darin wiederholt sich der Buchstabe e 886 mal, durch- 
schnittlich kommt er sonach in jeder Zeile 8,06 mal oder sehr nahe 
8 mal vor. 

Die Abweichungen von dieser Anzahl sind 

26 mal gleich 

43 - - 1 

24 - - 2 

11 . -3 

4.-4 

kein - - 5 

2.-6 

■ 

Die Summe der Quadrate dieser Abweichungen beträgt 374, das 
mittlere Fehlerquadrat ist also 3,40 ssgg, folglich 9 = 1,844 und 
die wahrscheinliche Abweichung 

fo = 0,6745 • g 
= 1,244 
Die Tabelle im Anhange B ist ftlr den wahrscheinlichen Fehler 
ssss 1 berechnet, man mufs also die Grenzwerthe der a;, die man 
sucht, durch 1,244 dividiren. Die Abweichungen von der normalen 
Anzahl sind immer ganze Zahlen, daher fallen diese Grenzwerthe 
auf die Mitte zwischen je zwei Zahlen. Man findet nun ibr 

0,5 



236 



«•=- :j^ = 2,223 = 0,867 

X = y^ = 4,002 = 0,993 

X = --'^, = 4,892 = 0,999 

Der erste Werth bezeichnet die Verhältnifs-Zahl derjenigen 

Fehler, die kleiner als \ , also gleich Null sind, der zweite derjenigen, 

die kleiner als IJ, also kleiner als 2 sind. Zieht man den ersten 

von dem ZTireiten ab, so findet man die relative Anzahl der Fehler 

5* 
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von der Gröfse 1, und diese mit der Anzahl der Beobachtungen, 
also der Zeilen oder mit 110 multiplicirt, ergiebt die absolute Zähl 
dieser Abweichungen. In derselben Art verfährt man mit den übri- 
gen Werthen, und man erhält schliefslich die nachstehende Anzahl 

der Abweichungen von verschiedener GrÖfse. 

Anzahl derselben 
berechnet gezählt 

Abweichung = 26,0 26 

= 1 . 43,4 43 

== 2 26,0 24 

= 3 10,7 11 

= 4 3,2 4 

= 5 0,7 

über 5 0,0 2 

Die Uebereinstimmung ist auch hier der geringen Anzahl von 
Abzahlungen unerachtet, durchaus befriedigend, und in denjenigen 
Gruppen, wo die Beobachtungen zahlreicher auftreten, sogar über- 
raschend grofs. 

§ 29. 

In gleicher Weise, wie die Schärfe der einzelnen Beobachtungen 
durch den wahrscheinKchen Fehler derselben bemessen wird, lassen 
sich aus diesen auch die wahrscheinlichen Fehler der daraus 
berechneten Constanten herleiten. Hierdurch allein ^ gelangt 
man aber zu einem richtigen Urtheil über die Sicherheit der gewon- 
nenen Resultate. Wenn man zum Beispiel nach der Methode der 
kleinsten Quadrate den Werth der Constante r gleich 0,5 gefunden 
hätte, ihr wahrscheinlicher Fehler aber 0,7 wäre, so dürfte man noch 
nicht 1 gegen 1 wetten, dafs die zum Grunde gelegte Gleichung 
wirklich das Glied ar enthält. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der unbekannten Constanten 
r, 5, *, . . . für welche also die Summe der Quadrate der übrig blei- 
benden Fehler ein Minimum ist, können leicht in der Art sich her- 
ausstellen, dafs diese Summe sich wenig ändert, wenn die Constan- 
ten andere Werthe annehmen, indem einige sich vergröfsem, andere 
sich verkleinem. In diesem Falle wären die gefundenen Werthe, 
wenn auch die wahrscheinlichsten, dennoch wenig sicher. Hierüber 
gewinnt man aber ein bestimmtes Urtheil,. wenn man die wahrschein- 
lichen Fehler der berechneten Constanten ermittelt. 
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Es handle sich um einen Ausdruck worin drei Constanten 
vorkommen und man habe för diese nach der Methode der kleinsten 
Quadrate die Werthe r, s und t gefunden. Diese sind indessen 
nicht die richtigen, sondern mit den Fehlern (>, a und r behaftet, 
daher die wahren Werthe r-f-p, s-i-a und t + r. Der wirkliche 
Fehler jeder einzelnen Beobachtung, der mit x' bezeichnet wird, ist 
daher 

a;' = — A -+- o (r + p) + 6 (5 -f- cf) -t- c (< •+- t) 
= ( — Ä -h ar H- 6« -I- cO -i- (öp -i- fccr -t- er) 
x'x' sss(^ — k-i-ar-i-bs + ct)^ 

-f-2( — ak + aaT-i-ab • s+ ac* t)Q 
-f-2(— 6&+a6- r + 66 • «-t-6c» cy 

-i- 2 ( — c & -h ac • r -f- 6c • « + cc • ^ 
-+-(aa • pH-a6 • ffH-ac • t)(> 
-|-(a6 •(>-t-66»<y-t-6c*T)cy 
4- (a.c •p-t-6c»cF-t-cc»r)T 

Das erste Glied dieses Ausdruckes ist nichts anderes, als das 
Quadrat der Di£ferenz zwischen der beobachteten Gröfse k und dem 
Werthe derselben, der sich durch Einführung der wahrscheinlichsten 
Werthe r, «, Mn die zum Grunde jgelegte Bedingungs- Gleichung 
ergab. Diese Differenz wu^de früher mit x bezeichnet. 

Zur näheren Untersuchung der folgenden Glieder berechne man 
die Summen, die sich darstellen, indem die entsprechenden Ausdrücke 
filr alle einzelnen Beobachtungen entwickelt werden. Man erhält 
alsdann unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungs-Art 

Ix'x"] = [xx^ H- 2 (— [ak] -f- [a a] r-f- [a6] « -f- [a c] f) p 

2 (— [6Ä] -i- [a 6] r 4- [66] «H- [6 c] <T 
2 (— [c k] -H [ac] r-t- [6 c] « -+- [c c] i)T 

([aa] + [a6]^ H- [ac]-^)ep 



([ab]^^[bb] + [bc]^)aa 
([ac]^+[6c]-^ + [cc])rr 



Das zweite, dritte und vierte Glied dieses Ausdruckes enthalten in 
der Parenthese genau dieselben Werthe, die zur Darstellung der 
kleinsten Fehlerquadrate gleich Null gesetzt worden. Diese Glieder 
fallen also fort, und die drei letzten vereinfachen sich, wenn mai) 
die Bezeichnungen A, S und T eiiiftlbrt, nämlich 
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R = [aä] + [ab] — h [«c]— 

S=:[ab\^ + [bb\+ [6c]— 
o o 

T-i[oc]-^H-[6c]-^-|-[cc] 
Die vorstehende Gleichung wird daher 

Um den wahrscheinlichen Fehler der ersten Constante zu finden, 
verändere man den Werth derselben um p, und untersuche, welche 
Aendemngen die andern Constanten dadurch erfahren, oder wie 
grofs o und r sein müssen, damit die Summe der übrig bleibenden 
Fehler- Quadrate wieder ein Minimum wird. 

Der wirkliche Fehler war 

oj' =s — fc -i- a (r -f- (>) + 6 (« H- cf) + c {*H- t) 

Nachdem man fib* q einen bestimmten Werth angenommen hat, sind 
nur noch die beiden Aendemngen a und r unbekannt, und wenn 
man die Bezeichnung einf&hrt 

— Jir= — *-t-a(r-He)-l-6«-+-c* 
so folgt 

0/= — Jif+ 6(T-f- CT 

Dieser Ausdruck, der nur noch die, beiden Unbekannten a und r 
enthält, wird wieder nach der Methode der kleinsten Quadrate be- 
handelt. Die Bedingungs- Gleichungen daf&r sind 

= — [if fc] + [6 6] (T -h [ fc c] r 

= — [Ä'c]-+-[6c]cy-H[cc]r 
Man hat aber 

_ [Kb] = — [kb]-h [a6]r-h [65]« -i- [bc]t-h[ab]Q 

Die Summe der vier ersten Glieder war aber gleich Kuli, daher 

-lKb2^[ab]Q 
und eben so findet man 

-[Kc] = [ae]Q 

Jene Bedingungs -Gleichungen verwandeln sich daher in 

= [ab]Q -h lbb]a + [bc]T = Sa 
Os=s[ac](>-f-[6c]<y-j- [cc]t = Tr 

Indem die Aenderungen a und r nicht gleich NuU sind, so müssen 
för das wahrscheinlichste q 
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sein. Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich noch 

ff [ac] [6c] — [ab] [cc] 

J *" [66] [^r- CMlM 

und 

T [ab] [bc] — [ac] [66] 

p"°[66Hcc]-[6c][6c] 

* 

Führt man diese Werthe in den obigen Ausdruck für R ein, so er- 
hält man 

[fla][66][cc] -f 2[ab][ac][bc] - [aa][bc][bc] - [ bb][ac][ac] - lcc\[äb][ab] 

~[bb][cc]-[b~c][bc] 

R ist sonach allein von den bekannten Gröfsen a, b und c abhän- 
gig, und in dem Ausdrucke für die Summe der Fehlerquadrate 
kommt nur noch die Unbekannte g vor, nämlich 

[x'x'] =a [a?aj] -f- Ä • p ^ 

Die Wahrscheinlichkeit f&r das Zusammentreffen der verschie- 
denen Fehler x' ist aber gleich dem Producte aus den entsprechen- 
den Wahrscheinlichkeiten y', und wenn man dieses Product mit Y 
bezeichnet, so hat man 

1 K *'] 



Y= 



yn • yn 



1 _ EfJ^ - J?. 



yn • yn 



Der erste Exponent von e bezieht sich auf die Abweichungen der 
Beobachtungen von denjenigen Werthen, die unter Zugrundelegung 
der wahrscheinlichsten Werthe von r, s und t berechnet waren. 
Dieser Exponent ist sonach bekannt, und setzt man die bekannten 

Factoren 

1 ['*] 



yn • yn 

so ist 

Die Wurzel des mittleren Fehlerquadrates der Beobachtungen 
wurde mit q bezeichnet. In gleicher Weise sei g(r) die Wurzel 
aus dem mittleren Fehlerquadrate der Constante r. Die 
Summe aller Fehlerquadrate erhält man, wenn man das Qua- 
drat jedes möglichen g mit der Wahrscheinlichkeit seines Vorkom-* 
mens multiplicirt, und diese Producte sunmiirt. 
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Diese Summe ist 

JYg^dQ 

die Anzahl dieser Fehlerquadrate ist aber gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten ihres Vorkommens, oder 

fYä, 

Beide Integrale sind von q = — oo bis (> = -♦- oo zu nehmen, daher 
das mittlere Fehlerquadrat 

wobei der constante Factor F aus dem Zähler und Neuner fortftllt. 
Indem man fbr Y den Werth einfilhrt, ergiebt sich 



g(r).g(r) = 



fe~-ir((dQ 



Setzt man wieder zur einfacheren Bezeichnung 

R 

SO findet man 



— zz 

e 



R C — «« . 

I e • di 

die partielle Integration ergiebt 

Je"" . i5' dÄ = - Iß"" . Ä 4- i f e"" • dÄ 

Das erste Glied ist, wenn man c~** in die bekannte Keihe auflöst, 
gleich Null (§ 24), es bleibt daher nur das zweite Integral übrig, 
welches mit dem im Nenner stehenden tibereinstimmt, auch innerhalb 
derselben Grenzen wie letzteres genommen wird. Der Bruch ver- 
wandelt sich daher in ^ und man hat 

g(r).gf(r) = ^ 
folglich 



'«=^«•^1 



yR 
'^VR'^ 
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wo q, wie oben die Wurzel des mittleren Fehlerquadrates der Be- 
obachtungen bedeutet. 

Eben so kann man auch U)(r) oder den wahrscheinlichen 
Fehler von r finden. Derselbe ist nämlich demjenigen q gleich, 
welches unter Beibehaltung der vorstehenden Bezeichnung der Be- 
dingung entspricht, dafs 

jYdg (yon bis p)=|Fdp (von p bis oo) 
Setzt man nunmehr 

so verwandelt sich das Integral in . 



sz 



Dieser Ausdruck entspricht wieder genau demjenigen, welcher zur 
Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers der einzelnen Beobach- 
tungen diente (§ 25). Die Bedingung wird daher auch hier erftült, 
sobald man 

Ä = 0,476936 . yn 
oder 

Q »= 0,476936 . j/^ 

setzt. Der wahrscheinliche Beobachtungsfehler tr war aber gleich 
0,476936 . I^fi, daher ist 

Dieser wahrscheinliche Fehler der Constante r ist zugleich der 
Werth der früher eingeführten unbekannten Verbesserung p, man 
hat also auch 

oder wenn man mit g den wahrscheinlichsten Werth der Wurzel 
des mittleren Fehlerquadrates bezeichnet 

Was die wahrscheinlichen Fehler der andern Constanten s und 
t betrifft, so findet man dieselben in gleicher Weise, man kann sie 
aber auch unmittelbar aus den vorstehenden Ausdrücken ableiten, 
indem man in Bezug auf s die Werthe von a und b und in Bezug 
auf t die Werthe von a und c gegen einander vertauscht. 

Man bemerkt sogleich dafs der Zähler von H sich aus aUeii 
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drei Bekannten a, b and c ganz gleichmäfsig zusammensetzt, i;voher 

er bei dieser Vertauschung unverändert seinen Werth behält. Die 

entsprechenden Gröfsen S und T haben daher denselben Zähler wie 

iZ, wodurch die Rechnung sich wesentlich vereinfacht. Der Nenner 

von S ist dagegen 

[ad] [cc] — [ac] [ac] 

und der Nenner von T 

[aa][bb] — [ab][ab] 

Die wahrscheinlichen Fehler von $ und t sind endlich 
und 

Die vorstehende Untersuchung bezieht sich nur auf drei Con- 
stanten, giebt es deren mehrere, so läfst sich die Rechnung in glei- 
cher Art fähren, doch werden die Ausdrücke alsdann viel complicirter, 
und es schien entbehrlich letztere zu entwickeln^ da die Aufgaben 
im Wasser- und Maschinenbau sich nicht leicht hierauf ausdehnen 
dürften. Dagegen wiederholt sich sehr häufig der Fall, dafs nur 
zwei oder nur eine Unbekannte eingefährt, und deren wahrschein- 
liche Fehler gesucht werden. Letztere lassen sich aus dem Vorste- 
henden sehr einfach darstellen. 

Wenn nur zwei Constanten r und s vorkommen, so ver- 
schwindet das letzte Glied in der Gleichung 

ft = ar + 65 + cf 

oder c wird gleich Null und von den beiden Bedingungsgleichungen 

== [ab]Q H- [66] er -f- [6 c]t 
und 

Os=[ac](>-+- [fec]cF-f- [cc]t 

fällt die letztere fort, die erste verwandelt sich aber in 

= [ab]Q + [bb]a 



also 



woher 



Eben so findet man 



a _ [ab] 

9 ~ [bb] 

[aa][bb2 - [ab][ab] 

^ m 

g ^ [aa3[fe6]-[ aft][a6] 

[aa] 
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Die wahrscheinlichen Fehler sind wieder 

und 

Wenn endlich nur eine Constante vorkommt oder das der 
Beobachtung zum Grunde gelegte Gesetz durch die Gleichung 

ausgedrückt wird, so ist auch 6=0 und man hat 

R:ss[aä] 

also der wahrscheinliche Fehler von r 

V[ad] 

Wenn man unmittelbar die Gröfse k wiederholentlich gemessen 
hat, also jene Gleichung sich in 

k = r 

verwandelt und folglich a^l ist, so ist [aa] nichts andres, als die 
Anzahl der Messungen und die Wahrscheinlichkeit des arithmeti- 
schen Mittels aus tn Beobachtungen ist 

Die vorstehend mitgetheilten Untersuchungen wurden zuerst von 
Oaufs in den oben (§ 15) angeführten Schriften bekannt gemacht^ 
doch bestimmte derselbe die Wahrscheinlichkeit der gefundenen 
Werthe der Constanten in andrer Weise, indem er ihnen verglei- 
chungsweise zur Wahrscheinlichkeit der einzelnen Beobachtungen 
gewisse Gewichte beilegte. Die wahrscheinlichen Fehler, 
welche die Zuverlässigkeit der Resultate sehr sicher und scharf be- 
zeichnen, sind auch in Betreff der Constanten durch Bessel eingeführt. 



§ 30. 

Die vorstehend entwickelten Ausdrücke setzen voraus, dafs man 
die wirklichen Beobachtungsfehler, also die wahren Werthe 
der gemessenen Gröfsen k kennt, deren Abweichungen von den Be- 
obachtungen diese Fehler darsteUen. Hierdurch würde man in den 
Stand gesetzt, den wahrscheinlichen Fehler to der Beobachtungen 
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oder die Wurzel des mittleren Feblerquadrates q zu bestimmen. 
Man kennt jedoch nur die wahrscheinlichsten Werthe der 
Constanten r, «, t . . . und aus diesen kann man daher nur die wahr- 
scheinlichsten, keineswegs aber die wahren Werthe von k ableiten 
und mit den Beobachtungen vergleichen. 

Im vorigen Paragraph wurde der Ausdruck 

[a:fa/] == [xx] -+- Rgg-^Saa -h Tvr 
dargestellt, worin x den wahren Fehler, x dagegen die Abweichung 
der Beobachtung von dem nach der Methode der kleinsten Quadrate 
hergeleiteten wahrscheinlichsten Werthe von k bezeichnet. Es wurde 
daselbst auch nachgewiesen, dafs 

und eben so 

Jedes der letzten Glieder im Ausdrucke far [x'x'] verwandelt sich 
daher in qq und wenn ^ Constanten vorkommen, so hat man 

*[a;'a;'] = [xx] + (i* qq 

[a?'a:'] ist aber die Summe der wirklichen Fehlerquadrate, also gleich 
dem Producte aus dem mittleren Fehlerquadrat in die Anzahl der 
Beobachtungen, die gleich m ist, also 

m • 99 = [a?a?] + |U • qq 

folglich 

[xx] 
99=- — ^^- 

und hieraus der wahrscheinliche Beobachtungsfehler 

10 = 0,6474861/-^^- 

[xx] ist aber die Summe der Quadrate der Abweichungen der be- 
rechneten von den beobachteten Werthen von ft, also eine bekannte 
Gröfse.. 

Diese sehr wichtige Vervollständigung der Untersuchung über 
die Beobachtungsfehler und über die Sicherheit der daraus gezoge- 
nen Resultate rührt von Bessel her, der sie zuerst in der Abhand- 
lung über den Olbersschen Cometen bekannt machte.*) 

. *) Abiumdlaogen der Berliner Akademie der Wissenschaften fdr 1812 und 1813. 
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Um die Anwendung der Formeln ftlr die wahrscheinlichen Fehler 
der Beobachtungen und der daraus gezogenen Resultate an einem 
Beispiele zu zeigen, mag auf dasjenige zurückgegangen werden, 
welches § 19 zur Erläuterung der Methode der kleinsten Quadrate 
gewählt war. 

Es wurde daselbst bereits die Summe der Quadrate der Ab- 
weichungen der beobachteten von den berechneten Werthen ermit- 
telt und 

[xx] = 0,529 

gefunden. Die Anzahl der Beobachtungen oder m war gleich 8, 
und die der Unbekannten oder u gleich 2. Man hat also das mitt- 
lere Fehler -Quadrat, oder 

0,529 
qq Q- 

also 

q = 0,297 

und der wahrscheinliche Fehler der Beobachtungen 

fo = 0,6745 . 0,297 
= 0,2003 

Um die wahrscheinlichen Fehler der berechneten Werthe von r 
und « zu finden, dienen die am Schlüsse von § 29 mitgetheilten 
Formeln, die sich auf zwei Constanten beziehn. Man erhält daraus 

R « 3,220 
und 

S = 38,85 

Es ist indessen unnöthig diese Gröfsen in Zahlen auszudrücken, man 
^kann vielmehr aus den Logarithmen derselben sogleich zu den Lo- 
garithmen der Wurzeln übergehn, und diese von log«? abziehn. 
Die wahrscheinlichen Fehler von r und s sind 

«'(r) = ^=0,112 
und 

«'(«) = ^ =0,032 

Eine grofse Schärfe ist bei diesen Rechnungen entbehrlich, da das 
MaaTs der Sicherheit schon durch wenige Decimal -Stellen sich hin- 
reichend sicher ausdrücken läfst, und die Summe [xx] von den zu- 
fälligen Beobachtungsfehlern abhängig, also keineswegs besonders 
genau ist. 
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§ 31. 

Häufig wiederholt sich die Aufgabe, den wahrscheinlichen 
Fehler irgend einer Function verschiedener Gröfsen zu ermitteln, 
deren wahrscheinliche Fehler man kennt. Sind diese Gröfsen von 
einander, oder sämmtlich von einer entfernteren abhängig, so lassen 
sie sich auf eine einzige zurückführen, in vielen Fällen sind sie aber 
ganz unabhängig von einander und hiervon soll hier allein die Kede 
sein. 

p sei eine Function von r^ 9, ^ . . . Die wahrscheinlichen Fehler 
der letzteren sind bekannt, deijenige von p werde gesucht 

p = F(r, *,!...) 
Insofern r, s, I . . . ganz unabhängig von einander sind, hat man 

\70 (p, X "^^ V ^^^ betreflTenden Differenzial- Quotienten bedeuten. 
Indem r um dr wächst, ändert sich p um (fdr^ und die Wahrschein- 
lichkeit, dafs ein Fehler von dieser Gröfse eintritt, ist 

1 (p dr , (pär 

Eben so ist die Wahrscheinlichkeit des Fehlers ;^d«, den die Aen- 
derung der zweiten Unbekannten veranlafst, 

1 _x£^_:jc£i 

und so weiter. Die Wahrscheinlichkeit fikr das Zusammentreficn 
dieser Aenderungen in den Werthen von r, s, t . . , also auch Ar 
die Aenderung von p in p -{-dp ist daher 

y • y' •y" • • • = -7 — -r- e • 

unter der Voraussetzung, dafs die wahrscheinlichen Fehler von r, , 
I . . . nur klein sind, kann man dieselben statt dr, ds, dt . . . ein- 
fahren. Aus vorstehendem Ausdruck ergiebt sich alsdann, welche 
Aenderung dadurch im Werthe von p veranlafst werden, oder wie 
grofs der entsprechende, also der wahrscheinliche Fehler von p ist. 
Unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung hat man demnach 



Um ein Beispiel der Anwendung dieses Satzes*) zu geben, mag 



*) Derselbe ist mir von einem Freunde mitgetheüt worden. 
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untersucht werden, wie grofs der wahrscheinliche Fehler eines 
Productes ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler der Factoren 
kennt. 



also 
und 
folglich 



p = r • « 
dp = «dr-H rds 



Gesetzt daTs 

r = 7,22 und w (r) = 0,62 

s = 5,47 und to (s) = 0,35 

so würde der wahrscheinliche Fehler des Productes 

«?(p) = 4,27 

sein, während der wahrscheinlichste Werth von p oder rs gleich 

39,493 ist. 

Dieses Beispiel beantwortet die oft angeregte, und nicht selten 
unrichtig gelöste Frage, wie grofs der wahrscheinliche Fehler einer 
Fläche ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler der linearen 
Messungen kennt. 

Ist einer der Factoren, zum Beispiel r, eine bestimmt gegebene 
Gröfse, also etwa ein Zahlen -Coefficient, so ist «r(r) gleich 0, folg- 
Uch 

Kennt man den wahrscheinlichen Fehler des Productes und 
zugleich den des einen Factors, so ergiebt sich der des andern 



io{r) =— Vw{r8y — r* • «r («)• 



Es darf kaum erwähnt werden^ dafs in den vorstehenden Ausdrücken 
der Exponent 2 sich nicht auf die in Parenthese eingeschlossenen 
Gröfsen, sondern auf die wahrscheinlichen Fehler derselben bezieht. 
Man kann femer durch den vorstehenden Ausdruck den wahr- 
scheinlichen Fehler einer Summe von Gliedern finden, deren 
wahrscheinliche Fehler man kennt. 

p = r + « + l-h • • • 
also 



w{p) = Vu>{ry -h u){9y ~+fD{ty + 
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Dieses föhrt zur Bestimmung der Sicherheit einer Längenmessung, 
die sich aus einzelnen und zwar gleich grofsen partiellen Messungen 
zusammensetzt. Wenn beispielsweise die 5 Ruthen lange Kette, 
mmal ausgespannt, also eine Länge von 5 m Ruthen gemessen ist, 
und der wahrscheinliche Fehler jedes Kettenschlages gleich w ist, 
so ist der wahrscheinliche Fehler in der Messung der ganzen Linie 
übereinstimmend mit § 29 gleich 

to ym 

also keineswegs der Länge der Linie proportional. 

Man kann auch umgekehrt aus den Abweichungen in der wie- 
derholten Messung der ganzen Linie auf den wahrscheinlichen Feh- 
ler des einzelnen Kettenschlages oder der zum Grunde liegenden 
Längen-Einheit schliefsen. 

Man habe beispielsweise zehn mal nach einander dieselbe Linie 

gemessen und die gefundenen Maafse bis auf ein Hunderttheil der 

Ruth^ abgelesen 

Abweichung 



gemessene 


Läoge 


vom Mitttel 


Quadrat 


92,65 Buthen 


-H0,14 


0,020 


92,47 




— 0,04 


0,002 


92,55 




-H0,04 


0,002 


92,31 




0,20 


0,040 


92,43 




0,08 


0,006 


93,01 




4-0,50 


0,250 


92,52 




-1-0,01 


0,000 


92,49 




0,02 


0,000 


92,29 




— 0,22 


0,048 


92,38 




-0,13 


0,017 


Mittel 92,51 




Summe 0,385 



Der wahrscheinlichste Werth ist (nach § 22) das arithmetische 
Mittel, also in diesem Beispiele 92,51 Ruthen, und die Summe der 
Quadrate der Abweichungen von demselben oder 

[xx] = 0,385 

Diese Gröfse mufs (nach § 30) durch die Anzahl der Messun- 
gen weniger der Anzahl der Unbekannten, also durch 10 — 1 = 9 
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dividirt werden, um das mittlere Fehlerquadrat darzustellen. Folglich 

qq = 0,0428 
oder 

q = 0,207 
und 

fo = 0,139 

Dieses ist der wahrscheinliche Fehler in der Messung der ganzen 
Länge, die 92,51 Ruthen beträgt. Der wahrscheinliche Fehler in 
der Messung einer Ruthe wird nach der letzten Herleitung gefun- 
den, wenn man jenen durch 1^92,51 oder durch 9,62 dividirt. Der 
wahrscheinliche Fehler ftkr 1 Ruthe ist daher 0,0145 und f&r eine 
Kettenlänge oder 5 Ruthen gleich 0,0324 Ruthen. 

§ 32. 

Das Eintreten gewisser Ereignisse läTst sich häufig durch be- 
sondere Yorsichts-MaaTsregeln befördern oder verhindern, und es 
entsteht alsdann die Frage, wie weit man dieselben in Anwendung 
bringen mufs, um mit genügender Wahrscheinlichkeit den beabsich- 
tigten Erfolg erwarten zu dürfen. Dieses ist namentlich bei Bau- 
Constructionen der Fall, wenn die Dimensionen und vorzugsweise 
die erforderlichen Stärken der Verbandstücke bestimmt werden sollen. 
Man geht dabei von Beobachtungen aus, und die Resultate dersel- 
ben sind um so sicherer, je zahlreicher sie sind, und je vollständiger 
sie alle Abweichungen in der Textur des Materialp umfassen, wel- 
ches beim Bau angewendet werden soU. Diese Beobachtungen ge- 
ben jedesmal verschiedene Resultate, wenn auch anscheinend das- 
selbe Material untersucht wird, die Verschiedenheit beruht aber in 
diesem Falle nicht auf Beobachtungsfehlem, sondern rührt von dem 
Mangel an Gleichmäfsigkeit in den Proben her. Es handelt sich also 
nicht mehr um Beobachtungsfehler, sondern um die Abweichungen 
im Material. In sofern letztere aber nicht äufserlich zu erkennen 
sind, so sind sie zufällig, wie die Fehler in den Messungen, und sie 
folgen daher denselben Gesetzen. Der Mittelwerth oder das arith- 
metische Mittel aus einer Reihe solcher Beobachtungen ist zwar als 
der wahrscheinlichste Werth von grofser Bedeutung, er giebt aber 
keinen Maalsstab für die Abweichungen von demselben, also fär die 
grö&ere oder mindere Festigkeit, welche die einzelnen Verband- 
stücke vielleicht haben. Hierüber kann man sich nur ein sicheres 
Urtheil bilden, wenn man jedes einzelne Resultat mit jenem Mittel- 

6 
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werthe vergleicht und in derselben Art, wie der wahrscheinliche 
Fehler einer Beobachtungs- Reihe gefunden wurde, die wahrschein- 
liche Abweichung sucht. 

Man habe beispielsweise eine gröfsere Anzahl Eisenstäbe ge- 
prüft, die gleichen Querschnitt haben auch äufserlich keine Verschie- 
denheit zeigen, und dabei gefunden, dafs sie durchschnittlich unter 
einer Belastung von 10 Centnern so eben zerreifsen. Die wahrschein- 
liche Abweichung habe sich aber aus diesen Proben gleich 1 Cent- 
ner ergeben. Fragt man alsdann, wie stark ein gleicher Stab mit 
voller Sicherheit belastet werden kann, wobei also sein Zerreifsen 
ganz unmöglich ist, so giebt es nach den oben entwickelten Gesetzen, 
dafQr freilich keine Antwort, weil der Fehler oder die Abweichung 
jede Grenze übersteigen und sogar unendlich grofs werden kann, aber 
die Wahrscheinlichkeit dafür ist unendlich geringe, und eben so wenig, 
wie man hoffen darf beim Aufwerfen von hundert Münzen, alle hun- 
dert Bildseiten zu treffen, so ist es nach menschlichen Begriffen auch 
unmöglich, dafs eine Abweichung eintreten kann, deren Wahrschein- 
lichkeit überaus geringe ist. Man mufs sich daher klar werden, 
welche Wahrscheinlichkeit man als genügend ansehn will, 
alsdann läist sich die vorstehende Frage bestimmt beantworten. Setzt 
man dieselbe z. B. gleich 0,999 oder mit andern Worten , will man 
des Erfolges so sicher sein, dafs man Eins gegen Eins wetten kann, 
der Bruch werde unter tausend Fällen nur einmal eintreten, so kann 
man aus der Tabelle im Anhange B die entsprechende Belastung 
berechnen. 

Obwohl die Art, wie diese Rechnung zu fiihren, sich schon 
aus den früheren Herleitungen ergiebt, so ist diese Aufgabe doch in 
ihren Anwendungen so wichtig, dafs ihre specieUe Lösung sich recht- 
fertigen wird. 
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Die hier eingeschaltete Figur ist wieder die eine Hälfte der 
symmetrischen Curve, welche die Beziehung zwischen der Gröfse 
der Fehler x und der relativen Wahrscheinlichkeit ihres Eintreffens 
darstellt. Die ganze von der Curve und der Abscissenlinie begrenzte 
Fläche, oder fy dx von a? = — oo bis « = -+-00 genommen ist gleich 
der Gewifsheit, dafs irgend ein Fehler (der auch Null sein kann) 
eintreten wird, also gleich 1. Die halbe Fläche bis zur grSfsten 
Ordinate oder bis zur Mitte ist = 0,5 und ein Theil derselben^ also 
etwa die Fläche cbD (wobei der Punkt D jedoch in unendlich weiter 
Feme gedacht werden mufs) ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dafs 
der Fehler ab = x überschritten werden wird. Diese Wahrschein- 
lichkeit bezieht sich aber nicht auf die absolute Gröfse des Fehlers, 
sondern nur auf seinen positiven oder negativen Werth. Entgegen- 
gesetzten FaUs müfste dieselbe Fläche auf der andren Seite gleich- 
falls berücksichtigt werden. Mit Bezug auf das vorliegende Beispiel 
nehme man an, dafs die in der Figur dargestellten Werthe von x 
die negativen Fehler bezeichnen, also die positiven am andern Schen- 
kel der Curve liegen. 

Um eine bestimmte Beziehung zur dargestellten Curve zu ge- 
winnen, bei der die Maafse für Abscissen und Ordinaten ganz ver- 
schieden sind und nicht mit einander in Vergleich gestellt werden 
können, mufs man den wahrscheinlichen Fehler oder die wahrschein- 
liche Abweichung als Maafs der Abscissen d. h. der Fehler oder 
Abweichungen einfahren. Man trage daher die Vielfachen des wahr- 
scheinlichen Fehlers, der gleich aw ist, auf und errichte an den 
Endpunkten die Ordinaten tcl, 2//, 3/// und so weiter, so ist bei- 
spielsweise die Fläche SIIID gleich der Wahrscheinlichkeit, dafs 
die Abweichung nicht gröfser als das Dreifache der wahrscheinlichen 
Abweichung sein vnrd. 

Der Anfangspunkt der Abscissen, oder der Funkt a entspricht 
dem aus allen Messungen hergeleiteten Mittelwerthe, weil letzterer 
der wahrscheinlichste ist, und in jedem folgenden Versuche eben so 
leicht überschritten, wie nicht erreicht werden kann. Mit Rücksicht 
auf jene Eisenstäbe würde also die Fläche aAD die Wahrscheinlich- 
keit bezeichnen, dafs bei einem folgenden Versuche ein gleicher 
Stab schon unter einer geringeren Belastung, als von 10 Centnern 
zerreifst, und diese würde 0,5 sein. Die wahrscheinliche Abweichung 
wurde aber gleich 1 Centner gefunden, daher bezeichnet der Punkt 
u> die Belastung von 10 — 1 = 9, der Punkt 2 die Belastung von 

8, der Punkt 3 die Belastung von 7 Centnern u. s. w. und die Wahr- 
em 
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scheinlichkeiten, dafs unter diesen ein Stab noch zerreifst, werden 
durch die Flächen m?/D, 2IID, SIIID und so weiter dargestellt. 
Nennt man eine dieser Flächen F, so bezeichnet das Verhältnifs 

F:l—F 
die Einsätze für eine Wette, daTs ein Stab nicht früher, als bei der 
entsprechenden Belastung zerreifst. 

Diese Flächen, welche durch die Vielfachen des wahrscheinli- 
chen Fehlers bemessen werden, sind zwar nach der Tabelle im An- 
hange B leicht zu berechnen, der gröfseren Bequemlichkeit wegen 
sind sie jedoch im Anhange C noch mitgetheilt. Wollte man etwa 
wissen, wie grofs man die Belastung nur annehmen dürfe, damit man 
1 gegen 1 wetten kann, dafs unter 1000 solchen Stäben nur einer 
zerreifst, so wäre die Wahrscheinlichkeit für die üeberschreitung 
dieser Grenze oder 1^=0,001 und man findet in der Tabelle das 
zugehörige n gleich 4,58. Das entsprechende x mufs also 4,58 • W 
sein, indem W wieder die wahrscheinliche Abweichung bezeichnet, 
die in diesem Beispiele gleich 1 Centner gesetzt wurde. Man wird 
daher die Belastung auf 

10 — 4,58 = 5,42 Centner 
beschränken müssen. 



V. Abschnitt. 

Beispiele der Anwendung der Wahrscheinliclikeitsreclinnng. 

§ 33. 

In den physikalischen Wissenschaften, wozu auch die ange- 
wandte Mechanik und Hydraulik gehören, hat man oft aus den Be- 
obachtungen nicht nur die Constanten, sondern auch die Gesetze 
selbst hergeleitet, welche die Erscheinungen bedingen, und nicht 
selten später für die in solcher Weise geftmdenen Gesetze auch all- 
gemein gültige Beweise aufzustellen versucht, wobei jedoch vielfach 
augenfällige Mifsgriffe vorgekommen sind. Wenn aber diese Gesetze 
nur auf Erfahrungen und Beobachtungen beruhn, so haben sie keine 
allgemeine Gültigkeit, man darf vielmehr ihre Anwendung nicht 
über die Grenzen jener Beobachtungen hinaus ausdehnen. 

Es entsteht dabei die Frage, ob man aus Beobachtungen, die 
in kleinem Maafsstabe angestellt sind, auf Erscheinungen 
im Grofseu schliefsen darf. Nicht selten wird dieses in Abrede 
gestellt, jedoch vorzugsweise wohl nur in der Absicht, um wissen- 
schaftlichen Untersuchungen überhaupt entgegen zu treten, und den 
sogenannten praktischen Auffassungen Geltung zu geben. Dafs Be- 
obachtungen im Grofsen sehr kostbar und zeitraubend sind, und 
daher nur selten angestellt werden können , ist an sich klar , dazu 
kommt aber noch, dafs es überaus schwierig ist, die verschiedenen 
fremdartigen Einflüsse dabei auszuschliefsen und die Erscheinungen 
in einfachen Formen darzustellen. Die Erfahrung zeigt auch in der 
That dafs man auf diesem Wege bisher noch niemals zu einem 
brauchbaren Resultate gelangt ist, wenn nicht durch sorgfaltige Mes- 
sungen im Kleineü die Verhältnisse schon vorher aufgeklärt waren, 
und es sonach nur noch darauf ankam, die bereits bekannten Gesetze 
und Constanten an den Erscheinungen im Grofsen zu prüfen. Es 
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mag hier auf die im Jahre 1827 in Wien ausgefiUhrten Versuche 
über den Seitendruck der Erde und den Einsturz von Futtermauem 
hingewiesen werden, die obwohl mit grofsem Kosten -Aufwände an- 
gestellt und sehr voUständig öffentlich bekannt gemacht, dennoch 
in keiner Beziehung ein brauchbares Resultat gaben, oder zur Auf- 
klärung der Verhältnisse irgend beitragen konnten. Andrer Seits 
ist die unbegrenzte Kraft, welche die Erde und alle Himmelskörper 
in ihren Bahnen erhält, nämlich die Schwere, durch das kleine In- 
strument, den Secunden- Pendel, in höchster Schärfe gemessen worden. 

Nur bei Beobachtungen mit kleinen Apparaten lassen sich die 
fremdartigen Einflüsse möglichst beseitigen, oder bei ihrer unver- 
meidlichen Einwirkung so vollständig erkennen, dafs man von ihnen 
Rechnung tragen kann. Auch ist es dabei leicht, vielfache Modifi- 
cationen anzubringen, woraus sich ergiebt, wie bei Aenderungen in 
der Gröfse und Form der Erscheinung die Resultate sich anders her- 
ausstellen. Solche Versuche deuten daher schon an, wie die Erschei- 
nung im Grofsen sich gestalten wird, und wenn die gefundenen Ge- 
setze an sich nicht zu begründen sind, also der wahre Zusammen* 
hang noch unbekannt ist, so kommt es nur darauf an, durch Mes- 
sungen in gröfserem Maafsstabe, die Gültigkeit der bereits gefimdenen 
Gesetze innerhalb weiterer Grenzen zu prüfen, was viel leichter ist, 
als wenn man auf diesem Wege die Gesetze auffinden wollte. 

Die Methoden der Wahrscheinlichkeits- Rechnung lehren, wie 
man aus Beobachtungen nicht nur die wahrscheinlichsten Resultate 
ziehn, sondern auch den Grad der Sicherheit dieser Resultate ange- 
ben, also die Wahrscheinlichkeit bezeichnen kann, mit der die Gül- 
tigkeit der gefundenen Gesetze über die Grenze der zum Grunde 
liegenden Beobachtungen hinaus, noch zu erwarten ist. Man denke 
die Resultate der Beobachtungen, die im einfachsten Falle nur von 
einem Argument abhängen, graphisch aufgetragen. Diese Argu- 
mente seien die Abscissen, während die beobachteten Grofsen als Or- 
dinaten gezeichnet werden. In dieser Weise werden verschiedene 
Punkte in der Linie gegeben, deren Gleichung man sucht, um ftlr 
gewisse viel gröfsere Abscissen die Ordinaten berechnen zu können. 
Wenn die Linie welche durch die gemessnen Funkte gezogen wird, 
sehr nahe als gerade Linie sich darstellt, und die kleinen Differenzen 
innerhalb der Grenze der unvermeidlichen Beobachtungsfehler liegen, 
so ist dieses noch kein Beweis dafOr, dafs die Linie, wenn man sie 
verlängert, noch eine gerade bleiben wird. Das unbekannte Gesetz 
derselben kann beispielsweise eine Hyperbel bedingen, was sich aber 
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aus den Beobachtungen noch nicht ergiebt, weil diese an einer Stelle 
liegen, wo die Curve sich asymptotisch der Geraden nähert. Nicht 
leicht wird es sich treffen, dafs man mit der Natur der Curve ganz 
unbekannt ist, denn gemeinhin führt schon die Betrachtung der me- 
chanischen oder der sonstigen einwirkenden Verhältnisse auf gewisse 
aufserhalb der Beobachtungen liegende Punkte^ so zum Beispiel lassen 
sich die Werthe derjenigen Ordinaten häufig bestimmt bezeichnen 
die zu den Abscissen = und zu + oder — oo gehören. Aber 
wenn dieses Letzte auch möglich ist, so mufs man doch auf die 
kleinen Abweichungen in den Beobachtungen sehr aufmerk- 
sam sein , und selbst wenn sie die Gröfse der gewöhnlichen Beob- 
achtungsfehler nicht übersteigen, untersuchen, ob sie irgend regel- 
mäfsig fallen, also auf eine schwache Krümmung der anscheinend 
geraden Linie hindeuten, die bei weiterer Fortsetzung der letzteren 
viel schärfer hervortreten kann. Wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
einer solchen Voraussetzung ist, läfst sich aber nach den vorstehen- 
den Herleitungen jedesmal bestimmt angeben, und man entgeht auf 
diesem Wege sehr sicher der Gefahr, aus dem Gebiete der Wirk- 
lichkeit, in das der Phantasie zu gerathen. 

Wie grofs diese Gefahr ist, wenn die Regeln der Wahrschein- 
lichkeits - Rechnung , oder des gesunden Menschenverstandes, ganz 
unbeachtet bleiben, zeigen vielfache Beispiele in unsern Lehrbüchern, 
namentlich in denen, welche die Hydraulik betreffen. Die Sätze, 
dafs das Längenprofil eines Flusses eine Parabel, oder Kettenlinie 
oder eine andre Curve bildet, würden gewifs nie ausgesprochen sein, 
wenn man auch nur eine einzige Beobachtungsreihe mit einer. solchen 
Hypothese sorgfältig verglichen und die übrig bleibenden Fehler 
untersucht hätte. 

Indem die Methoden der Wahrscheinlichkeits- Rechnung in sol- 
chen Fällen immer auf die Beobachtungs- Fehler zurückfOihren, und 
von der Gröfse derselben die Sicherheit der gefundenen Resultate 
abhängt, so pflegt die Anwendung dieser Rechnungs-Art auch von 
unverkennbarem Einflufs auf die Beobachtungs-Kunst zu sein. 
Die Mefsapparate verbessern sich eben so, wie die Methoden ihrer 
Benutzung und man erreicht bald eine Schärfe und Sicherheit, die 
bisher unbekannt war und sogar für unmöglich gehalten wurde. 
Namentlich hat sich dieses in der Astronomie bestätigt, wo gegen- 
wärtig keine Untersuchung mehr angesteUt wird, ohne dafs zugleich 
der Grad der Wahrscheinlichkeit der gefundenen Resultate bestimmt 
nachgewiesen würde. 
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§ 34. 

Als Beispiel der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf Beobachtungen, aus denen nicht nur gewisse Constanten, 
sondern auch das Gesetz hergeleitet werden sollte, dem die 
Erscheinung folgt, wähle ich eine Untersuchung fiber den Ausfluls 
des trockenen Sandes durch Oeffnungen in der Seitenwand eines 
Gefäfses. 

Wie zuerst Hubert Bumand bemerkte, ist die durch kleine Oeff- 
nungen ausfliefsende Sandmasse von der Druckhöhe oder der Höhe 
der Füllung im Gefafse ganz unabhängig. Dieses erklärt sich durch 
die starke Reibung, welche der Sand erfährt, indem er sich von der 
übrigen Masse löst. Die vorliegenden Versuche bestätigten auch, 
dafs bei hoher und niedriger Füllung in gleichen Zeiten stets gleiche 
Quantitäten abflössen. Nur wenn der hohle Trichter, der sich in 
der Oberfläche der Schüttung über der^Oeffnung jedesmal bildet, 
letztere beinahe erreicht, und die von seinen Wänden herabstürzen- 
den Massen unmittelbar die Oeffiiung treffen, so wird die Geschwin- 
digkeit und sonach die Menge des durchfliefsenden Sandes etwas 
gröfser, bis sie sich sehr bald darauf wieder vermindert, weil die 
Oeffiiung vorübergehend frei wird, oder nicht mehr ganz gefällt ist. 
Die Beobachtungen wurden daher jedesmal abgebrochen, sobald der 
Trichter sich bis auf 1 ZoU der Oeffiiung genähert hatte. 

Der Sand^ den ich benutzte, war ein sehr reiner, vom Seestrande 
aus auf das dahinter liegende niedrige Ufer aufgewehter Quarzsand. 
Derselbe bestand aus Kömchen von nahe derselben Gröfse, doch 
befanden sich auch einzelne merklich gröfsere darunter, die durch 
Aussieben entfernt wurden. Der Durchmesser der übrig bleibenden 
war nach mehrfachen Versuchen, indem ich sie reihenweise an ein- 
ander schob, sehr nahe \ Rheinländische Linie oder 0,021 Zoll. 

Die Durchflufs-Oeffiiungen waren kreisförmig in Messingschei- 
ben ausgedreht, und zwar so, dafs ein scharfer Rand, der nach innen 
gekehrt wurde, sie umgab. Ihre Duchmesser maaTs ich jedesmal in 
zwei verschiedenen Richtungen mittelst eines mikrometrischen Ap- 
parates. 

Die Quantitäten des ausfliefsenden Sandes wurden durch soi^- 
faltige Abwägung ermittelt. Unter den austretenden Sandstrahl 
schob ich nach dem Schlage einer Secunden-Uhr ein Ge&fs, und 
in gleicher Weise wurde dasselbe nach einer bestimmten Zeit wieder 
zurückgezogen. Die Yergleichung der in dieser Art angefangenen 
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Sandmassen ergab, dafs der wahrscheinliche Fehler beim Vor- und 
Zurückschieben des GefäTses noch nicht eine halbe Secunde betrug, 
und selbst dieser geringe Fehler verminderte sich bei den gröfseren 
Oeffnungen noch bedeutend. Er rührte zum Theil von den zufälli- 
gen Unregelmäfsigkeiten beim Austreten des Sandes her, die offen- 
bar in den kleineren Oeffiiungen am gröfsten waren. 

Die Sandmassen m sind nachstehend nicht durch Gewichte, 
sondern durch den Rauminhalt und zwar in Rheinländischen Cubik- 
zollen ausgedrückt, indem wiederholentlich das Gewicht gewisser 
Sand -Volumina, und zwar bei möglichst loser Schüttung ermittelt 
wurde. Die Radien q der Oefihungen beziehen sich gleichfalls auf 
Rheinländische Zolle. 

In einer Secunde flofs durch die Oefihung vom Radius q die 
Masse m 



1) 


() = 0,05487 


m — 0,009117 


2) 


Q = 0,08052 


m = 0,029854 


3) 


Q = 0,09868 


m — 0,053986 


4) 


p = 0,12017 


m = 0,095324 


5) 


p — 0,16784 


m ^ 0,234628 



Es kam darauf an, die Beziehung zu finden, in welcher m zu q 

steht. Zu vermuthen war, dafs m durch eine oder verschiedene 

Potenzen von g ausgedrückt würde, ich versuchte daher zunächst 

die Formel 

m = rQ + sg^ -H tg^ 

Ein constantes Glied konnte der Ausdruck nicht enthalten, weil offen- 
bar für (> = auch w = wird. Die Factoren r, s und t sind die 
zu suchenden Constanten, während die oben (§ 17) mit a, b und c 
bezeichneten Factoren hier (>, g^ und o' sind. 

Aus den fünf Beobachtungen findet man die Summen 

[ka]^[mg] =0,059 065 
[46] = [iii()2] = 0,008 7325 
[kc] = [mo^] = 0,001 34369 
[aa]=[g^] =0,061841 
[ab]=[g^] =0,0081113 
[ac] = [bb]= [()*] = 0,001 14796 
[t,c] = [g^] =0,000171481 
[cd] = [p«] = 0,000 0265875 



90 

Wenn man diese Werthe in die Bedingungs- Gleichungen 

[ka] = [aa]r-\-[ab]s -\- [ac]t 
[kb] = [ab]r -h [66]* -H [bc]t 



und 

einfahrt, so folgt 



[kc] =[ac]r'h[bc]8 + [cc]t 



r = — 0,186857 

* = 4,72591 

. t = 28,1257 
Man erhält also 

m = — 0,1868 . Q -H 4,7259 • q^ + 28,127 . q^ 

Berechnet man hiernach fttr die fünf Werthe von q die zugehörigen 
m und vergleicht diese mit den beobachteten, so sind die Fehler 
und die Quadrate derselben 



Fehler 


Qnad. d. Fehler 


■+■ 0,0049 


0,0000 2401 


0,0042 


1764 


0,0062 


3844 


-+- 0,0072 


5184 


— 0,0012 


0144 



Summe 0,0001 3337 

Die Fehler fallen ziemlich unregelmäfsig, man dürfte sie also 
als Beobachtungs -Fehler ansehn, die Summe ihrer Quadrate beträgt 
0,0001 3337. Die Form des Ausdruckes befriedigt aber keineswegs. 
Es ergiebt sich aus demselben, dafs die Masse m weder der zweiten, 
noch der dritten Potenz von q proportional, noch der Summe zweier 
Glieder gleich ist, welche diese beiden Potenzen als Factoren ent- 
halten. Das negative Zeichen des ersten Gliedes ist aber unerklär- 
lich und läfst erkennen, dafs die gewählte Form nicht die richtige 
sei. Nichts desto weniger zeigt diese Rechnung, dafs das erste 
Glied einen viel geringeren Werth hat, als die beiden letzteren, die 
bei den gröfseren Oeffnungen sich ungefähr gleich sind. Dieser 
Umstand deutet darauf hin, dals m einer gewissen Potenz von g 
proportional ist, deren Exponent zwischen 2 und 3 liegt. 

Hiemach wurde diese unbekannte Potenz gesucht, indem ich 

m=s:r • g' 

setzte. Dieser Ausdruck läfst sich leicht nach der Methode der klein- 
sten Quadrate behandeln, wenn man von den Zahlen zu den Loga- 
rithmen übergeht. 

logm s= logr -h X • logp 
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Die beiden Unbekannten sind alsdann logr und x^ und die früher 
A, a und b bezeichneten Gröfsen 

k sss logm 

0=1 

b = logQ 
In Betreff der nunmehr vorzunehmenden Zahlenrechnung mufs dar- 
auf aufmerksam gemacht werden, dafs diese Logarithmen die ge- 
wöhnlichen Briggeschen sind, da sie aber sämmtlich zu ächten Brü- 
chen gehören, so sind sie negativ, und man mufs sie als solche, 
also mit Berücksichtigung der decadischen Ergänzung ausdrücken. 
So ist z. B. der Logarithmus von 0,009117 

» 7,95985 — 10 
also 

= — 2,04015 

In dieser Weise werden die in die Rechnung einzuführenden 
Werthe von logm und log() bestimmt. Um die Producte kb^ bb zu 
bilden, kann man sich nach § 18 der Quadrat -Tabellen im Anhange 
A bedienen, doch läfst sich die Rechnung auch logarithmiscl) f&hren, 
indem man die gefundenen Logarithmen wieder als Zahlen behan- 
delt, und die zugehörigen Logarithmen aufschlägt 

log* = log • logm = log(— 2,04015) = 0,30966 » 
logft = log • log p = log(— 1,26067) = 0,10060 n 
Das den letzten beiden Zählen beigefügte n zeigt an, dafs diese Lo- 
garithmen zu negativen Zahlen gehören, worauf also Rücksicht zu 
nehmen ist, sobald man zu den letzteren wieder übergeht. Man 

findet 

log*6 = 0,41026 
also 

*6== 2,5719 

Dieses Product ist positiv, weil beide Factoren negativ sind. 

In gleicher Art werden die sämmtlichen Producte kb berechnet 
und die Summe derselben, oder [kb] dargestellt, und so auch die 
andern Summen, wobei die Zeichen stets zu beachten sind, [aa] 
ist aber [1] oder bei 5 Beobachtungen gleich 5. 

Die Bedingungsgleichungen 

[ka] = [aa] r + [fl 6] » 
und 

[kb] = [ab]r-h[bb]8 

verwandeln sich alsdann in 

— 6,48328 a= 5 . logr — 5,05586 • x 
und 

6,94283 = — 5,05586 • logr -h 5,24550 • x 



Hieraus findet man 
daher 
und 
Man erhält 
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logr= 1,64303 
r = 43,957 
a?= 2,9071 



m = 43,957 . g^'^^'^ 

Berechnet man hiemach för die fünf verschiedenen g die Werthe 

von m und vergleicht diese mit den beobachteten, so sind die Fehler 

und ihre Quadrate 

+ 0,00038 und 0,0000144 

— 0,00087 0,0000757 

— 0,00163 0,0002657 

— 0,00247 0,0006101 
0,01061 0,0112572 



0,0122231 
Die Fehler fallen sehr regelmäfsig, indem sie bei dem kleinsten und 
gröTsten g positiv, dazwischen aber negativ sind. Man mufs daher 
diese Form des Ausdrucks fiir ungeeignet halten, wozu noch kommt, 
dalb die Summe der Fehlerquadrate viel gröfser ist, als sie früher 
war. Man darf indessen nicht übersehn , dafs die ganze Rechnung 
der Bedingung entspricht, dafs die Summe der Fehlerquadrate von 
logm, aber nicht derer von m, ein Minimum ist. Dieser Umstand 
ist von wesentlicher Bedeutung, insofern die Aenderung der fünften 
Decimalstelle im Werthe von m um eine Einheit, den Werth des 
logm für das kleinste g um 0,00046 für das gröfste g dagegen nur 
um 0,000018, also im Verhältnifs von 25 : 1 ändert. 

Um diesen Uebelstand zu beseitigen und m selbst durch zwei 
Glieder auszudrücken, welche die Unbekannten, oder gewisse Func- 
tionen derselben, als Factoren enthalten, führe ich für den noch 
unbekannten Exponent einen Näherungswerth s ein, und vermehre 
diesen um die gesuchte Verbesserung (T, also 

tn^=rg^ 
Nach dem Taylorschen Lehrsatze hat man 

,+^ so dg' 6'^ (Pg' 

o ' — — ' n -4-* — • — ^^ — -4— • — ^— -4— • • • 

^ ' ^ 1 d* ^1.2 d*^^ • 

das dritte Glied und die folgenden kann man nicht einföhren weil 
sie keine neuen Unbekannten enthalten. Ihre Vernachlässigung ist 
aber auch zulässig, wenn a sehr klein gegen s ist. Man hat alsdann 

p*^ =(>* + (T • (>' log nat g 
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also 

m = r • p* -h r (7 • (;' log nat g 

Die Unbekannten sind nunmehr r und ro. Die Bekannten dagegen 

a = g 

b = q' • log nat q 

Den Näherungswerth s setze ich, wie so eben gefunden wurde, gleich 

2,9. Die natürlichen Logarithmen findet man bekanntlich, wenn man 

die Briggeschen mit 2,3025 multiplicirt. Im vorliegenden Falle ist 

das kleinste 

Q = 0,05487 

löge = 8,73933 - 10 

= — 1,26067 

log log p= 0,10060 n 

log 2,3025= 0,36221 

log log nat Q =5 0,46281 n 

log nat p = — 2,9027 

Hiernach sind die Factoren a und b leicht zu berechnen, und man 
erhält die Bedingungs- Gleichungen 

0,00161797 = 0,0000385095 • r — 0,0000714333 • ra 
0,00300774 = 0,0000714333 • r — 0,0001335475 • ra 

Daraus folgt 

r = 30,478 
und 

r<7 = — 6,2197 
also 

(y = — 0,2041 

Der Exponent » + <t ist demnach gleich 

2,6959 
Der Ausdruck wird also 

m = 30,478 • p^'^^^' 

Berechnet man hiernach die Werthe von m so betragen deren Ab- 
weichungen von den beobachteten und die Quadrate derselben 

4- 0,0029 und 0,00000847 
+ 0,0040 0,00001624 

+ 0,0047 0,00002190 

0,0045 - 0,00002061 

0,0115 0,00013248 

0,00019970 



94 

Die Summe der Fehler -Quadrate stellt sich also nur wenig gröfser 
heraus, als bei dem ersten Ausdrucke, der drei Glieder mit den 
Factoren q^ (»^ und q^ enthielt. Dafs die Fehler aber sämmtlich 
positiv sind, der letzte Ausdruck also nicht in angemefsner Weise 
die Werthe von m darstellt, rührt allein davon her, dafs a zu grofs 
wurde, als dafs a^ verschwindend klein geblieben wäre, was doch 
vorausgesetzt wurde. 

Diese Regelmäfsigkeit der Fehler vermindert sich, wenn man in 

» 

Folge der letzten Rechnung den Näherungswerth s des Exponenten 
gleich 2,7 setzt. In gleicher Weise findet man alsdann den Aus- 
druck 

m = 32,143. p^'"^^ 
und die Fehler sind 

+ 0,0018 

+ 0,0015 

+ 0,0007 

— 0,0011 

4-0,0016 

Die Summe ihrer Quadrate beträgt 

0,00000975 

ist also sehr bedeutend geringer, als sie früher war. 

Nichts desto weniger stellen sich die Fehler noch immer be- 
deutend gröfser heraus, als man bei der Schärfe der Beobachtungen 
erwarten sollte, und der Exponent 2,75 ist an sich unwahrscheinlich, 
weil er unerklärlich ist, woher die Untersuchung nicht als geschlos- 
sen angesehn werden durfte. Dazu kam noch, dafs die gesuchten 
Exponenten sich sehr regelmäfsig ändern, wenn sie aus je zwei ne- 
ben einander liegenden Beobachtungen berechnet werden. In der 
oben gewählten Reihenfolge der letzteren findet man nämlich unter 
Zugrundelegung der Formel 

log«! s=s log r-^'X* logp 

aus 1) und 2) «• = 72,24 • q^'^^ 

aus 2) und 3) m = 45,90 • g^'^^^ 

aus 3) und 4) m = 43,13 • (}^'^ 

aus 4) und 5) m = 28,85 • q^'^^^ 

Es ergiebt sich also dafs bei wachsendem g der Exponent desselben 
immer kleiner wird, und zugleich auch der Factor r sich vermindert. 
Dieses läfst vermuthen, dafs man den Werth von g um eine gewisse 
constante Gröfse vermindern müsse, um die Gleichmälfiigkeit der 



95 

Exponenten darzustellen. Hierzu ist auch in der That ein augen- 
scheinlicher Grund vorhanden, denn die Sandkörnchen, welche so 
eben noch gegen den Band der Oeffnung sich stützen, verengen die 
letztere durch denjenigen Theil der über die Oe&ung hinausragt, 
und selbst wenn sie weiter vortreten, und hindurch fallen, so wer- 
den sie durch den Rand etwas zurückgehalten und veranlassen daher 
eine theilweise Verminderung der Geschwindigkeit und sonach auch 
der ausfliefsenden Masse. 

Der Ausdruck fUr m läfst sich nicht bequem so umformen, dafs 
man zugleich diese Verminderung von (;, den Exponent x und den 
Factor r nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnen kann, 
es wird daher zunächst jene Verminderung dem halben Durchmesser 
eines Sandkörnchens oder 0,01 gleichgesetzt. Man erhält alsdann 
den Ausdruck 

m = r(Q — 0,01)' 
und wenn man wieder 



setzt, wo s der letzte Näherungswerth = 2,7 , und a die gesuchte 
Verbesserung ist, so ergiebt sich in gleicher Weise, wie oben die 
Formel 

m = r (() ~ 0,Olf ^ -I- r <T . (() — 0,Olf '^ • log nat {g — 0,01) 

und man erhält die beiden Bedingungs- Gleichungen 

0,00195i55 = 0,000056268 • r — 0,00010805 • ra 

0,0037654 = 0,000108050 . r — 0,00020921 • ra 

und hieraus 

r= 23,398 

und 

r(7= — 5,9137 

folcrlich 

<7 = — 0,253 

also den Exponent 

^ -f. (7 = 2,447 

oder nahe 

= 2,5 

Dieser letzte Exponent läfst sich erklären. Wenn nämlich, wie 
wahrscheinlich, eine geschlossne Sandmasse durch die Oeflfnung hin- 
durch Mt, so ist dieselbe proportional dem Producte aus dem Flä- 
cheninhalt der freien Oeflftiung in die Geschwindigkeit. Erstere wird 

offenbar durch 

(p — xy n 

ausgedrückt, wenn x die vorstehend ziemlich willkürlich angenom- 
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mene Verininderung des Radius ausdrückt Die Geschwindigkeit ist 
aber, wenn freier Fall stattfindet, der Quadratwurzel aus der Fall- 
höhe proportional. Bildet sich also über der Oeffnung irgend ein 
kegelförmiger Baum, in welchem die Sandkömchen nicht mehr zu- 
rückgehalten werden, sondern frei herabfallen, so darf man anneh- 
men, dafs die linearen Dimensionen dieses Raumes und sonach auch 
die verschiedenen Fallhöhen dem Radius der Oeffnung proportional 
sind. Hierdurch rechtfertigt sich der Ausdruck 

m = r (ü — 0,01+ a?)^'^ 

Vergleicht man denselben wieder mit den Beobachtungen , nachdem 
die Potenz nach dem binomischen Lehrsatze aufgelöst ist, so erhält 
man 

m={Q — 0,01)'^^ r 4- 2,5 (p — 0,01)*''^ • rx 

Die folgenden Glieder darf man unbeachtet lassen, da jedenfalls die 
gesuchte Correction x sehr klein gegen q oder gegen p — 0,01 ist. 
Die Bedingungs- Gleichungen sind nunmehr 

0,0028761 = 0,00012161 • r 4- 0,00085864 • y 

0,0202704 = 0,00085864 • r -h 0,00640802 • y 
indem 

2,5 • ra? a=s y 
gesetzt wird. 

Hieraus ergiebt sich 

r = 24,397 
und 

y = — 0,105800 
folglich 

x= 0,001735 

Der gesuchte Ausdruck ist also 

m = 24,397 (p — 0,01173)^''^ 

Berechnet man nach demselben för die verschiedenen g die Werthe 
von m und vergleicht diese mit den beobachteten, so findet man 
die nachstehenden Fehler und deren Quadrate 





Fehler 


Quadrate 


mr Q^ 0,05487 


+ 0,00031 


0,000000096 


SB 0,08052 


+ 0,00043 


186, 


— 0,09868 


+ 0,00040 


160 


= 0,12017 


- 0,00084 


706 


= 0,16784 


+ 0,00029 


84 



Summe 0,000001231 
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Die Fehler fallen unregelm&fsig und die Summe ihrer Quadrate ist 
bedeutend geringer als in allen früheren Rechnungen. Dieser Aus- 
druck schliefst sich also am besten an die zum Grunde gelegten 
Beobachtungen an, und zugleich spricht für ihn der Umstand, dafs 
seine Form und namentlich der angenommene Exponent nach den 
bekannten Gesetzen der Mechanik sich erklären läfst. 

Um die wahrscheinlichen Fehler der beiden Constanten r und x 
zu finden, darf man indessen die Abweichungen von den beobachte- 
ten m nicht, wie soeben geschehn, nach dem letzten Ausdrucke be- 
rechnen, vielmehr mufs man dabei dieselbe Formel zum Grunde le- 
gen, welche nach der Methode der kleinsten Quadrate behandelt 
wurde, also 

m =(p — 0,Olf ' . r + (e — 0,01)*»* . y 

Führt man für r und y die gefundenen Werthe ein, so ergeben sich 
f&r die fünf verschiedenen q die zugehörigen m sehr nahe eben so 
grofs, wie sie vorstehend angegeben sind. Die Abweichungen und 
die Quadrate derselben verändern sich nur wenig und man findet 
(nach § 30) den wahrscheinlichen Beobachtungsfehler 

io = 0,0004573 

und hieraus ergiebt sich (nach § 29) der wahrscheinliche Fehler 

von r oder fr(r)s=B 0,1786 

und von y oder fr(y)aB: 0,02460 
Da aber 

y =s 2,5 «ra; 
so ist 

fr(y)=s 2,5 •fr(ra:) ^ 
also 

fr(raj) = 0,4 •ti?(y) 

Indem man nun die wahrscheinlichen Fehler von rx und von r 

kennt, so läfst sich (nach § 31) auch derjenige von x finden, derselbe 

ist nämlich 

fr(a?) =0,0004031 

Es könnte noch gefiragt werden, welche Sicherheit die Annahme 
hat, dafs der Exponent gleich 2,5 oder wie grofs der wahrschein- 
liche Fehler desselben nach der vorstehenden Rechnung ist, wenn 
man allein auf die Beobachtungen Rücksicht nimmt, und jene theo- 
retische Begründung unbeachtet läfst. Der Ausdruck für den Expo- 
nent ist unter Einführung der gefundenen Constanten 

_ lo g m— log 24 ,397 
*""Tög(p — 0,01173) 
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Um hieraus s für die verschiedenen m und q zu finden, mufs mau 
wieder bei logm und log(p — 0,01173) nicht die decadische Ergän- 
zung benutzen, sondern die negativen Werthe der Logarithmen dar- 
stellen. Für Zähler und Nenner erhalt man alsdann negative Zah- 
len, die aufs Neue logarithmisch zu behandeln sind. Der Quotient 
oder s ergiebt sich aus log s und man findet aus den ftlnf Beobach- 
tungen 

*= 2,5107 

» 2,5052 
= 2,5029 
= 2,4960 
= 2,5007 

im Mittel 2,5031 also sehr nahe dem angenommenen Werthe gleich. 
Sucht man die Differenzen gegen das Mittel und die Quadrate der- 
selben, 80 findet man die Summe der letzteren 

= 0,000118 

woraus der wahrscheinliche Fehler der einzelnen Werthe von s sich 

gleich 

0,0134 

und der des arithmetischen Mittels (§ 31) gleich 

0,00599 

ergiebt. Die Abweichung des Mittels von dem angenommenen 
Werthe ist also nur etwa halb so grofs, als der wahrscheinliche 
Fehler jenes Mittels, und man darf demnach diese Abweichung un- 
bedingt als Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler ansehn. 

Schliefslich mufs noch erwähnt werden, dafs die vorstehende 
Rechnung in dieser Ausführlichkeit nur deshalb gemacht und mit- 
getheilt ist, um Beispiele der verschiedenen Anwendungen der Me- 
thode der kleinsten Quadrate zu geben und um zugleich dem Unge- 
übten zu zeigen, wie die Zahlenrechnung namentlich bei logarithmi- 
scher Behandlung zu führen ist. Wenn man wie hier das Gesetz 
nicht kennt, dem die Beobachtungen folgen, so wird man immer 
wohlthun, mit der Vergleichung einzelner Beobachtungen unter sich 
den Anfang zu machen, indem man die gesuchten Constanten unter 
Zugrundelegung eines gewissen Gesetzes aus soviel Beobachtungen 
berechnet als Constanten eingeführt sind. Wendet man dieses Ver- 
fahren sowohl auf die gröfseren, als auf die kleineren beobachteten 
Werthe an, und vergleicht die Besultate beider, so ist man gemein- 
hin schon im Stande zu beurtheilen, ob das angenommene Gesetz 
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der Erscheinung entspricht oder nicht, und im ersten Falle kommt 
es alsdann nur noch darauf an, die wahrscheinlichsten Werthe der 
Constanten zu finden. 



§ 35. 

Als zweites Beispiel der Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung auf Gegenstände dieser Art mag ein sehr wichtiger Er- 
fahrungs-Satz der Wasserbaukunst nach den vorstehend entwickelten 
Gesetzen geprüft werden. 

Wenn das Wasser in einem geraden und gleichmäfsigen Flufs- 
bettet oder Canale sich gleichförmig bewegt, so findet eine 
gewisse Beziehung zwischen der mittleren Geschwindigkeit (c), dem 
relativen Gefälle (a), dem Flächeninhalte des Querprofiles (q) und 
dem benetzten Umfange des letzteren (p) statt. Nimmt man an, 
dafs der Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit proportio- 
nal sei, so gelangt man unter den üblichen Voraussetzungen zu dem 
Ausdrucke 

P 

wo y die Constante bedeutet, deren Werth aus .^en Beobachtungen 
zu bestimmen ist. Chezy war der erste, der diese Formel angab, 
dieselbe wurde auch später von Woltman und Eytelwein statt der 
höchst complicirten, von Dubuat aufgestellten, wieder eingeführt. 
Eytelwein fand anfangs unter Zugrundelegung der von Dubuat mit- 
getheilten Messungen, und zwar auf Bheinländisches Fufsmaafs re- 
ducirt 



= rt-. 



r 8» 90,9 
also 



= 90,9 f- 



Einige Jahre später nahm Eytelwein dieselbe Untersuchung noch- 
mals auf, indem er nicht nur die von Dubuat in kleineren Flüssen 
und Canälen angestellten Beobachtungen, sondern auch diejenigen 
benutzte, die Brünings, Woltman und Funk am Rhein, an der We- 
ser und andern Flüssen gemacht hatten*). Der Widerstand wurde 



**) Abhandlungen der königlichen Akademie der Wissenschaften 1813 and 1814. 
Diese üntersnchung ist auch der dritten Ausgabe des Handbuches der Mechanik und 
Hydraulik als Anhang beigefügt. 
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dabei einem Ausdrucke gleichgesetzt, dessen erstes Glied die erste, 
und dessen zweites Glied die zweite Potenz der Geschwindigkeit 
zum Factor enthielt, also 



und Ejrtelwein fand 

c = — 0,1057 4- V 0,01 118 + 8715,6 • ^ 

Die beiden Constanten r und s mufsten dabei aus 91 Gleichun- 
gen hergeleitet werden, welche die gleich grofse Anzahl von Beob- 
achtungen darstellten. Um die wahrscheinlichsten Werthe zu finden 
wählte Eytelwein dasselbe Verfahren, dessen sich Prony in einer 
ähnlichen Untersuchung bedient hatte*), und welches vonLaplace 
herrührte. Bevor nämlich die Methode der kleinsten Quadrate ent- 
deckt war, hatte Laplace in der Untersuchung über die Gestalt der 
Erde, die Ansicht ausgesprochen **), diejenigen Werthe der Con- 
stanten seien die wahrscheinlichsten, wobei 1) die algebraische Summe 
der übrig bleibenden Fehler gleich Null und 2) die Summe der 
sämmtlichen Fehler, wenn alle als positiv angesehn werden, ein Mi- 
nimum ist. Diese Bedingungen sind wesentlich verschieden von der- 
jenigen, dafs die Summe der Quadrate der übrigbleibenden Fehler 
ein Minimum sein soll, .und namentlich werden dabei die gröfseren 
Fehler nicht genügend berücksichtigt. Nichts desto weniger wurde 
das von Ejtelwein gefundene Resultat, welches sich nahe an das 
von Prony ermittelte anschlofs und vor diesem den wichtigen Vor- 
zug hatte, dafs es zum Theil auf Messungen an grofsen Strömen 
basirte, ziemlich allgemein angenommen. Lejeune Dirichlet, der da- 
mals in Paris studirte, übersetzte auf den Wunsch Prony^s diese 
Abhandlungen, und letzterer war sehr erfreut, eine sehr vollständige 
Bestätigung des von ihm aufgestellten Gesetzes zu finden. Auch 
d'Aubuisson***) begnügte sich später die von Eytelwein geAmdenen 
Resultate anzufahren. Durch diese schien die Theorie der Bewe- 
gung des Wassers in Flufsbetten abgeschlossen. 

Bei der grofsen Wichtigkeit des Gegenstandes rechtfertigt es sich 
gewifs, die Werthe der Constanten nach der richtigen Methode zu 
berechnen und zugleich zu untersuchen, welche Wahrscheinlichkeit 
diese Resultate haben. 



*) Recher ches physico-math^iatiques sur la th€orxe des eaux courcmtes, Paris 1804, 
**) Micanique Celeste. Liv, III, arU 39 et 40. 
*) Trait€ cThydraulique. Paris 1834 Seite 111. 
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Aus der von Eytelwein mitgetheilten Vergleichung der durch 
Rechnung dargestellten Werthe mit den beobachteten ergiebt sich, 
dafs die Messungen, welche von Funk herrühren, weit weniger über- 
einstimmen, als die übrigen, obwohl von denselben schon einige gar 
nicht benutzt wurden, weil sie sehr abweichende Resultate gaben. 
Dafs eine solche Ausschliefsung einzelner Messungen, und zwar nur 
deshalb, weil sie von den übrigen abweiclien, sehr gewagt ist, und 
leicht grofse Irrthümer veranlassen kann, ist bereits oben § 21 nach- 
gewiesen worden. Jedenfalls aber mufsten die von verschiedenen 
Beobachtern herrührenden Messungen besonders geprüft werden, 
weil ihre Genauigkeit sehr verschieden war. 

Von Brünings rühren sechszehn Beobachtungen her, welche 
aus den Mittheilungen von Wiebeking*) entlehnt sein sollen. 
Eine nähere Vergleichung mit diesem Werke zeigte indessen aufser 
dem Druckfehler in der 59 ten noch eine kleine Unrichtigkeit in der 
62ten Beobachtung, insofern der Umfang p doch gröfser, als die 
Breite sein mufs. Aufserdem hat Wiebeking siebenzehn Beobach- 
tungen von Brünings mitgetheilt, von denen jedoch eine^ nämlich 
Litt. F ohne Angabe eines Grundes von Eytelwein ausgelassen ist. 
Am meisten überrascht es aber, dafs Wiebeking das Gefälle die- 
ser Stromstrecken zur Zeit der Messungen, oder or, gar nicht mit- 
theilt, während Eytelwein daftlr bestimmte Werthe eingeführt und 
diese der Rechnung zum Grunde gelegt hat. Aus dem ganzen Zu- 
sammenhange läfst sich nicht entnehmen, dafs die Gefälle wirklich 
gemessen wurden. Der Zweck dieser Messungen war nämlich nur 
die Feststellung, in welchem Verhältnifs die Wassermenge des obem 
Rheins zwischen Whaal, Leck und Yssel sich vertheilt, wozu die 
Querschnitte und Geschwindigkeiten schon genügten. Am Schlüsse 
der erwähnten Stelle im Wiebeking'schen Werke werden freilich die 
Neigungs- Verhältnisse des Rheins und der Whaal im Allgemeinen 
angegeben, doch beziehn sich diese keineswegs auf die Stellen und 
die Zeiten, in denen die Profile und die Geschwindigkeiten gemes- 
sen wurden, und stimmen aufserdem auch nicht entfernt mit denje- 
nigen überein, die Eytelwein zum Grunde gelegt hat. 

Woltman**) spricht gleichfalls von diesen Messungen, die Brü- 
nings ihm mitgetheilt hatte, und rühmt die gro&e Sorgfalt, womit 
die Geschwindigkeiten beobachtet wurden, dafs aber gleichzeitig die 
Gefälle gemessen wären, erwähnt er nicht, er sagt vielmehr ausdrück- 

♦) Allgemeine Wasserbaukunst. Erste Ausgabe 1798. Theil I Seite 344 — 388. 
**) Beitr&ge zor hydraulischen ArcUtectur. Band III. Seite 350 ff. 
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lieh, dafs es nnr Absicht gewesen „zu wissen, .wie sich die Wasser- 
mengen dieser verschiedenen Flüsse gegen einander verhalten.^ 

Dagegen hat Funk"*") dieselben sechszehn Beobachtungen von 
Brünings, die Eytelwein benutzte und die gleichfalls aus Wiebeking^s 
Werk entnommen sein soUen, zusammengestellt, und seine Angaben 
stimmen mit Ausschlufs jenes Druckfehlers genau mit denen von 
Eytelwein überein. Funk giebt auch die relativen Gefalle oder die 
Neigun^s- Quotienten an, welche sieben verschiedene Werthe haben. 
Woher er diese entnommen, theilt er nicht mit, und da jede andre 
Vermuthung an sich höchst unwahrscheinlich wäre, so mufs man 
zunächst voraussetzen, er und nach ihm Eytelwein haben von diesen 
Gefällen auf irgend eine Weise sichere Kenntnifs erhalten. 

Um aus diesen sechszehn Beobachtungen Resultate zu ziehn, 
mögen dieselben mit dem einfachsten Ausdruck 



=rn 



p 

▼erglichen werden. Sie sind nachstehend in der Reihenfolge zusam- 
mengestellt, wie Funk sie geordnet hat, wobei jede der sieben Grup- 
pen die Beobachtungen umfalst, in denen das Ge&lle oder der Nei- 
gungs- Quotient derselbe sein soll. Die letzte Spalte enthält den je- 
desmaligen Werth von y.. 

Iliimmer der Beobachtung nach Neignngs- 

Fnnk Eytelwein Quotient y 

1 52 7571 98,026 

2 62 7571 90,894 

9045 80,053 
9045 90,900 

4542 83,058 
4542 90,888 

7957 84,458 

7957 100,823 

7957 109,165 

7957 90,900 

4931 86,190 
4931 90,892 

6701 90,074 
6701 90,892 

5825 86,632 
5825 90,919 



3 


44 


4 


54 


ä 


53 


6 


67 


7 


45 


8 


55 


9 


60 


10 


61 


11 


34 


12 


56 


13 


43 


14 


50 


15 


47 


16 


59 



*). Beiträge zur allgemeinen Wasserbankonst. 1808 Seite 97. 
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Der wahrscheinlichste Werth von y oder das arithmetische Mit- 
tel aus den vorstehenden ist 90,923. Die Summe der Quadrate der 
Abweichungen von demselben ist 

\xx\ = 702,542 

daher der wahrscheinliche Beobachtungs- Fehler 



» = 0,67450 .l/-M^ 



- 0,67450}/I^^ 
s» 4,6160 

Bei dieser Gröfse des Beobachtungs-Fehlers ist es ein höchst 
wunderbares Zusammentreffen, dafs in jeder der sieben Gruppen und 
zwar jedesmal in der letzten Beobachtung, die Werthe von y sehr 
nahe dieselben sind, und sogar bis auf geringe Abweichungen, die 
im Maximum nur 0,019 betragen, sich dem bereits früher von Ey- 
telwein eingeführten Werthe y = 90,9 nähern. Die mittlere Abwei- 
chung beträgt bei diesen Beobachtungen nur 0,0076, sie ist also 
noch nicht dem 500 ten Theile des wahrscheinlichen Beobachtungs- 
fehlers gleich, sondern nur 0,00165 • tr. Aus der Tabelle im An- 
hange B ergiebt sich, dafs fUr einen Fehler, der innerhalb dieser 
Grenze bleibt, die Wahrscheinlichkeit oder fyix nur 0,0000885 ist, 
oder dafs man 11296 gegen 1 wetten konnte, dafs in der letzten 
Beobachtung der ersten Gruppe diese Uebereinstimmung sich nicht 
darstellen würde. Nun wiederholt sich aber dieser ganz unglaubliche 
Fall siebenmal nach einander an derselben Stelle, es ist also ein 
Ereigniis eingetreten, dessen Wahrscheinlichkeit der siebenten Potenz 
jenes kleinen Bruches gleich ist. Dieselbe drückt sich durch eine 
Zahl aus, in welcher auf das Decimal- Komma, zunächst 28 Nullen 
und sodann die Ziffern 4265 folgen. Dieser Bruch werde durch ^ 
bezeichnet. 

Die Wahrscheinlichkeit ftlr das vorliegende Ereignifs, wenn das- 
selbe wirklich nur zufällig eintrat, ist demnach unglaublich geringe, 
und eben deshalb wird der Verdacht rege, dafs es nicht durch Zu- 
fall, sondern absichtlich herbeigefEÜirt wurde. Indem es an sich 
sehr unwahrscheinlich ist, dafs Eytelwein, der doch in naher Bezie- 
hung zu Funk stand, gar nicht erfahren habe, dafs Letzterer die 
angegebenen Gefälle nicht aus wirklichen Beobachtungen entnom- 
men, sondern dieselben eben nach der Eytelweinschen Formel berech- 
net habe, so setze man die Wahrscheinlichkeit einer solchen Vor- 
aussetzung nur 0,0001 und schliefse (nach § 6) von dem Ereignisse 



104 

auf die Ursachen desselben. Man findet alsdann die WahrscheinKch- 
keit der ersten Ursache, also des Zufalles, gleich 

fji -h 0,0001 

und die der zweiten, oder der Annahme, dafs die GefiUe berechnet 

worden, gleich 

0,0001 



fi-hOfiOOl 

Beide verhalten sich daher zu einander, wie 

fi : 0,0001 

oder wie 

1 zu 23447 000000 BilUonen. 

Gewifs giebt es nur wenig Wahrheiten, die mit einer so grofsen 
Wahrscheinlichkeit sich als solche herausstellen, wie diese zweite 
Voraussetzung, und es wäre eine sehr vortheilhafte Wette, wenn 
man alles Gold und Silber, welches geprägt und ungeprägt im Um- 
laufe ist, gegen einen Pfennig auf die Behauptung verwetten könnte, 
daüs in der in Rede stehenden Untersuchung die Gefälle nicht wirk- 
lich gemessen, sondern nach der Eytelwein'schen Formel berechnet 
wurden. 

Es leidet sonach keinen Zweifel, dafs Funk, wahrscheinlich in 
der Absicht die Beobachtungen von Brünings möglichst zu vervoll- 
ständigen, nach jener Formel die Gefälle berechnete. Wenn daher 
Eytelwein hieraus wieder das Gesetz der Bewegung des Wassers 
herleitete, so konnte dasselbe von dem früher zum Grunde geleg- 
ten nicht bedeutend abweichen, und es mufste auch mit den von 
Prony gefundenen Resultaten nahe übereinstimmen, da auch diese 
aus denselben wirklichen Beobachtungen hergeleitet waren. Hätte 
aber Funk f&r jede einzelne Messung mit gröfserer Schärfe die 
Rechnung geführt, so würde Eytelwein aus diesen Beobachtungen 
gefunden haben, dafs der Factor der ersten Potenz der Geschwin- 
digkeit gleich Null, und der der zweiten genau derselbe ist, den er 
früher gefunden hatte, weil aus diesem die angeblichen Beobachtun- 
gen hergeleitet waren. 

Was die von Funk an der Weser angestellten Messungen be- 
trifft, so sollte man zwar vermuthen dafs dieselben wirklich vollstän- 
dig ausgeführt wären, insofern der Mittheilung dieser Beobachtungen 
eine sehr ausführliche Beschreibung des Weser- Nivellements voran- 
geht. Nichts desto weniger erweckt es schon Verdacht, dafs bei 
den verschiedensten Wasserstanden die Gefälle immer dieselben 
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bleiben. Wenn man aber aus diesen einzekien Beobachtungen den 
Coefficient y herleitet, so bemerkt man auch hier die an sich ganz 
unwahrscheinliche Eigenthttmlichkeit, dafs in jeder Reihe einmal der 
Eytelwein^sche Coefficient 90,9 vorkommt, und zwar geschieht dieses 
viermal, nämlich in den Beihen, die Funk mit if, /, K und ilf be- 
zeichnet, wieder in den letzten Beobachtungen, wogegen in der Reihe L, 
die nur aus zwei Messungen besteht, das Gefalle zweimal berechnet, 
und aus beiden Werthen das Mittel genommen zu sein scheint. In 
der Reihe G entspricht dagegen das Gefälle demjenigen, das flür den 
Wasserstand 10,54 berechnet wurde. 

Der Untersuchung Eytelweins sind also grofsen Theils Beobach- 
tungen zum Grunde gelegt, die nicht wirklich gemacht, sondern nur 
fingirt waren, und unglücklicher Weise triffi dieser Vorwurf gerade 
diejenigen, welche sich auf grofse Ströme beziehn, und die daher 
vorzugsweise wichtig erscheinen. Wenn man von diesen absieht, 
so bleiben nur noch die Beobachtungen von Dubuat und Woltman 
übrig. Gegen die Glaubwürdigkeit derselben begründet sich kein 
Verdacht, sie beziehn sich aber nur auf kleinere Wasserläufe. Du- 
buats Versuche sind sogar in der grofsen Mehrzahl nur an hölzer- 
nen Rinnen angestellt. Wenn von diesen abgesehn wird, so bleiben 
nur die Messungen im Canal du Jard und im Haine Flusse übrig, 
deren Breite 30 bis 45 Fufs betrug*). Es sind im Ganzen 10 Be- 
obachtungen, doch dürfen die beiden ersten nicht berücksichtigt wer- 
den, da sie vor der Krautung des Canales angestellt wurden. Die 
vier Beobachtungen von Woltman beziehn sich dagegen auf kleine 
Entwässerungs - Gräben bei Cuxhaven von 8 und 14 Fufs Breite**). 

Man könnte auch gegen diese wenigen Messungen noch das 
Bedenken erheben, dafs die Geschwindigkeiten sowol von Dubuat, 
wie von Woltman, nur in der Oberfläche gemessen wurden, also die 
mittleren Geschwindigkeiten unbekannt sind. Eine Reduction nach 
irgend einer der verschiedenen dafbr vorgeschlagenen Regeln würde 
indessen immer sehr zweifelhaft bleiben und aufserdem auch zu kei- 
nen erheblichen Aenderungen führen. Dazu kommt aber noch, dafs 
bei so kleinen Canälen in Folge des festen Zusammenhanges der 
Oberfläche des Wassers, in dieser die Geschwindigkeit stets etwas 
kleiner, als in der Tiefe von einigen Zollen ist, woher man kaum 
annehmen darf, dafs sie von der mittleren bedeutend abweicht. 

In der folgenden Zusammenstellung sind die Beobachtungen von 

*) Dubuat principes d^hydraulique, II, Volume. Sect. I. partie 8. 
**) Beiträge zur Baukunst schiffbarer Canäle. Seite 286 und 287. 
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Dubuat durch Arabische und die von Woltman durch Römische 
Ziffern bezeichnet und nach den Geschwindigkeiten geordnet. Sie 
sind sämmtlich auf Bheinländisches FuTs-MaaTs reducirt^ und zu- 
nächst ist aus jeder einzelnen nach der Formel 



^n 



die Constante y berechnet. Von den in der flinften Spalte beige* 
fägten Abweichungen x wird später die Bede sein. 



Nntnmer 


e 


aq 
P 


y 


X 


177 


0,627 


0,000 0590 


81,68 


— 0,000 0120 


179 


0,672 


0,000 0683 


81,33 


0,000 0147 


178 


0,829 


0,000 0913 


86,74 


0,0000114 


IM 


0,895 


0,000 1264 


79,57 


— 0,000 0339 


IV 


0,895 


0,000 1150 


83,43 


— 0,000 0225 


I 


1,019 


0,000 1398 


86,14 


0,000 0211 


181 


1,174 


0,000 1427 


98,32 


+ 0,000,0135 


180 


1,357 


0,000 1634 


106,20 


-H 0,000 0435 


U 


1,369 


0,000 2071 


95,13 


H- 0,000 0035 


183 


1,377 


0,000 1587 


109,26 


H- 0,000 0540 


184 


2,740 


0,000 8707 


92,87 


0,000 0507 


182 


3,029 


0,000 9709 


97,20 


+ 0,000 0281 



Man kann hiemach mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, 
dafs / nicht constant ist, sondern bei zunehmender Geschwindigkeit 
etwas gröfser wird. Es wurde daher noch der Versuch gemacht, 
in gleicher Weise, wie Prony und Eytelwein gethan, diese Beobach- 
tungen an den Ausdruck 

P 

anzuschliefsen. Bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 

(§ 17) hat man alsdann die beiden Bedingungs- Gleichungen 

und 

[^•c']=[c']r + M. 

oder durch Einführung der Zahlenwerthe aus der vorstehenden Ta- 
belle 

0,006737 = 27,847 . r + 61,272-« 

0,017088 =3 61,272 • r + 156,158 . s 
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Man findet daraus 

T = 0,000 008 468 

t » 0,000 106 106 
und wenn man mit Benutzung dieser Werthe, für die verschiedenen 

Geschwindigkeiten, — berechnet, so weichen die letzteren von den 

beobachtete^ um diejenigen a; ab^ welche in der vorstehenden Ta- 
belle angegeben sind. Die Summe der Quadrate der Abweichungen 

beträgt 

[aja?] = 0,000 000 010 954 

EGeraus ergiebt sich der wahrscheinliche Beobachtungs-FehliBr (§ 30) 

«, = 0,000 022 323 

und mit Benutzung desselben findet man (§ 29) die wahrscheinlichen 
Fehler der Constanten r und t 

fr(r) = 0,000 006 987 

«?(«)= 0,000 002 950 

Hieraus ergiebt sich, dafs die Constante r nur sehr wenig gröfser 
als ihr wahrscheinlicher Fehler ist, man hat nämlich annähernd 

r=sl,2.fo(r) 
und man kann (nach der Tabelle, Anhang B) nur 58 gegen 42 oder 
7 gegen 5 wetten, dafs die Constante r nicht Null ist, oder dafs in 
der zum Grunde gelegten Gleichung überhaupt ein Glied vorkommt, 
welches die erste Potenz der Geschwindigkeit als Factor enthält. 

Diese 12 Beobachtungen, welche unter den 91, die Eytelwein 
benutzte, allein brauchbar sind, rechtfertigen demnach nur mit einer 
sehr geringen Wahrscheinlichkeit die Einführung des Gliedes r • e 
in den früher von Chezy und Woltman benutzten Ausdruck. Das 
Resultat würde sich freilich anders herausstellen und in höherem 
Grade die von Prony angegebene Formel bestätigen, wenn man die 
Beobachtung Nr. 184, die Dubuat gemacht hat, unberücksichtigt las- 
sen dürfte. Ein solches Verfahren wäre indessen durchaus nicht ge- 
rechtfertigt. Man könnte dasselbe auch erreichen, wenn man nicht 
die Summe der Quadrate dei: absoluten, sondern die der relati- 
ven Abweichungen (§ 21) zu einem Minimum machen wollte. In 
diesem Falle würden nämlich die Beobachtungen bei kleineren Ge- 
schwindigkeiten, für welche die Abweichungen x sechsmal hinter ein- 
ander negativ sind, eine gröfsere Geltung erhalten. Aber auch hierzu 
liegt kein Grund vor, weil nicht anzunehmen, dafs diese Messungen 
mit gröfserer Schärfe ausgeftlhrt sind, als die übrigen, die sich auf 
gröfsere Geschwindigkeiten beziehn. 



108 



§86. 

Sehr wichtig ist die Anwendung der Wahrscheinlichkeits- Rech- 
nung auf Untersuchungen über die Festigkeit der Bau-Ma- 
terialien. Die Mittelwerthe die man dabei gewöhnlich allein be- 
rücksichtigt, sind nur in dem Falle als ausreichend anzusehn, wenn 
zahlreiche Yerbandstücke sich gegenseitig so unterstützen, dafs die 
zufällig gröfsere Festigkeit eines Stückes den Bruch eines andern 
schwächeren verhindert. Dieses wäre beispielsweise der Fall, wenn 
eine groüse Last gleichmäTsig an viele Zugstangen gehängt würde. 
Eine solche Anordnung kommt indessen bei Constructionen wohl nur 
selten vor, meist trifft auf jedes Verbandstück ein gewisser Druck 
oder Zug, und es kommt darauf an, ihm solche Dimensionen zu ge- 
ben, dafs es mit Sicherheit den nöthigen Widerstand leistet. Der 
aus Versuchen hergeleitete Mitte Iwerth bezeichnet nur die wahr- 
scheinlichste Gröfse der Festigkeit, läTst aber nicht erkennen, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit man gewisse Abweichungen erwarten 
darf, und welche Verstärkungen «man daher anbringen mufs, um 
letztere unschädlich zumachen. Diese Abweichungen lassen sich 
aber sehr leicht und sicher aus der Vergleichung der einzelnen Mes- 
sungen mit dem Mittelwerthe erkennen und durch den wahrschein- 
lichen Fehler ausdrücken. Letzterer ist in diesem Falle zwar kein 
Beobachtungs- Fehler, vielmehr beruht er auf der unvermeidlichen 
Verschiedenheit des Materials, da diese aber wieder zufallig ist, so 
gelten auch tOr sie die obigen Gesetze. 

Der wahrscheinliche Fehler läTst sich auch in diesem Falle um 
so sicherer bestimmen, je gröfser die Anzahl der Versuche ist, und 
je vollständiger dieselben alle Abstufungen des Materials umfassen, 
das in der Construction benutzt werden soll. Sind einzelne Stücke 
so fehlerhaft, dafs ihre schlechte Beschaffenheit sich schon bei der 
Abnahme erkennen läfst, so braucht man die Versuche nicht auf sie 
auszudehnen, wohl aber kommen sehr häufig verborgene Fehler vor, 
und diese veranlassen, dafs einzelne Versuche ein besonders ungün- 
stiges Resultat geben. Tritt ein solches ein, so darf dieses keines- 
wegs als unbrauchbar vemachläTsigt werden, es dient vielmehr we- 
sentlich zur richtigen Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers. 

Gemeinhin lassen sich solche Versuche nicht im Grofsen an- 
stellen, nur bei gewalztem Eisen pflegt man die Elasticität der sämmt- 
Uchen Haupt -Verbandstücke zu prüfen. Die meisten Versuche 
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werden in kleinen Dimensionen gemacht, wobei aber die vorhande- 
nen Mängel des Materials viel augenscheinlicher hervortreten, und 
kaum noch ein bedeutender Fehler unbemerkt bleiben kann. Diesen 
Unterschied darf man nicht unbeachtet lassen, und daher nicht etwa 
annehmen, dafs die Festigkeit eines Balkens verhältnifsm&Tsig eben 
so grofs sei, wie die eines kleinen Prismas, das aus gesundem und 
gerade -fasrigem Holze ausgeschnitten ist. 

Als Beispiel ihr Untersuchungen dieser Art wähle ich die Mes- 
sungen der absoluten Festigkeit des Eisens, die in der Fabrik von 
J. C. Harkort auf Harkotten im October 1860 angestellt wurden*). 
Stäbe von Rundeisen etwa 10 Zoll lang und 9 Linien stark wurden 
auf 2 Zoll Länge cylindrisch abgedreht, so dafs hier der Durchmes- 
ser I Zoll oder 7^ Rheinländische Linien hielt. Die nachstehende 
Tabelle giebt die Gewichte in Pfunden an, unter denen die Cylin- 
der zerrissen wurden. Die siebenzehn untersuchten Eisensorten wa- 
ren aus verschiedenen inländischen Fabriken bezogen (die in einer 
besondem Anlage zur Zeitschrift zum Theil benannt sind). Das 
Eisen war im Bruche theils körnig, theils sehnig, und theils war es 
in Cokesfeurung theils mit Holzkohlen dargestellt. Die Mittelwerthe 
stellen sich dabei wohl verschieden heraus, doch sind diese Unter- 
schiede geringer, als diejenigen die zuweilen in derselben Eisensorte 
vorkommen, woher nachstehend die Resultate aller Proben gemein- 
schaftlich behandelt sind. Dieses war auch nothwendig, um eine grofse 
Anzahl von Beobachtungen der Rechnung zum Grunde zu legen. 

Die erste Spalte bezeichnet die Nummer der Eisensorte, die 
zweite die des Versuches und die dritte das Gewicht in Pfunden, 
wobei der abgedrehte Cylinder zerrifs. Der Querschnitt des letzte- 
ren maafs in allen Proben 0,307 Quadrat -Zoll. 



1 


1 


18091 




2 


16945 




3 


16945 


2 


4 


20010 




5 


20364 




6 


20364 


3 


7 


15727 




8 


15727 




9 


14910 



4 


10 


20000 




11 


20000 




12 


24727 


5 


13 


14491 




14 


19910 




15 


19910 


6 


16 


14855 




17 


14491 



*) BeUage zu Nr. 22 der Zeitschrift: Berggeist 1861. 



110 



7 


18 


14036 




19 


14455 


8 


20 


16740 




21 


17680 




22 


15820 


9 


23 


17680 




24 


16740 




25 


16740 


10 


26 


21400 




27 


21400 




28 


20460 


11 


29 


21400 




30 


20460 




31 


20460 


12 


32 


16740 




33 


17680 




34 


17680 



13 



35 
36 
37 



19540 
19540 
17680 



14 


38 


14880 




39 


13960 




40 

■ 


15820 


17 


41 


16740 




42 


17680 




43 


17680 


18 


44 


13960 




45 


15820 




46 

1 


16740 


19 


47 


15820 




48 


16740 




49 


16740 



In dem bereits erwähnten Blatte sind die Eisensorten Nr. 1 , 3, 
6, 7, 8, 10, 12, 14 und 19 als sehnig, Nr. 5 und 18 als halb 
sehnig und halb körnig und Nr. 2, 4, 9, 11, 13 und 17 als 
körnig bezeichnet. Die Mittelwerthe dieser drei Gattungen verhal- 
ten sich zu einander, wie 

1 : 1,010 : 1,162 

Man. kann daraus schliefsen, dafs das kömige Eisen fester ist, 
als das sehnige, aber die Sorte Nr. 4 welche nach einer Probe die 
festeste von allen war, weicht nur sehr wenig von dem sehnigen Ei- 
sen Nr. 10 ab, und die Festigkeit des halb sehnigen und halb kör- 
nigen Eisens ist im Mittelwerthe sehr nahe eben so grofs, wie die 
des sehnigen. 

Femer sind die Sorten Nr. 8, 9 und 17 als Holzkohlen -Eisen, 
Nr. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13 und 19 als Cokes- Eisen be- 
zeichnet, während Nr. 18 mit Holzkohlen und Cokes bereitet war. 
Die Mittelwerthe der Festigkeit dieser drei Gattungen verhalten sich, 
wie 

1 : 1,034 : 0,909 

Diese Unterschiede sind theils geringer, theils aber stellen sie sich 
noch unregelmäfsiger heraus, als die früheren. 
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Dagegen zeigen sich in verschiedenen Proben derselben Eisen- 
sorten Differenzen, die viel gröfser, als die vorstehenden sind, so 

in der Sorte Nr. 4 20000 : 24727 = 1 : 1,236 
in der Sorte Nr. 5 14490 : 19910 «= 1 : 1,374 

Hiemach rechtfertigt es sich gewifs, dafs die sämmtlichen Ver- 
suche gemeinschaftlich behandelt sind. Die Summe aller Gewichte, 
unter denen die Cylinder zerrissen, beträgt 864378 Pfd. und die Zahl 
der Versuche 49. Der mittlere Werth der absoluten Festigkeit stellt 
sich also auf 17640 Pfd. Sucht man die Differenzen zwischen die- 
sem Werthe und den einzelnen Beobachtungs- Resultaten, und qua^ 
drirt dieselben, so findet man die Summe der Fehlerquadrate gleich 
286 742 000. Hieraus ergiebt sich der wahrscheinliche Fehler (§ 30) 
sehr nahe gleich 1650 Pfund. 

Nunmehr läfst sich auf die Festigkeit eines Stabes schlieisen 
der im Querschnitt 1 Quadratzoll hält, dessen Länge aber wie bei 
den Proben nur 2 Zoll mifst. Der Querschnitt des einzelnen Cylin- 
ders war 0,307 Quadratzoll. 3,26 derselben bilden also einen Zoll. 
Der Mittelwerth ftbr die absolute Festigkeit dieses Stabes ist demnach 

3,26.17640 — 57 500 Pfd. 

Den entsprechenden wahrscheinlichen Fehler findet man in glei- 
cher Weise, wie den wahrscheinlichen Fehler der Länge einer Linie, 
die durch mehrfaches Ausspannen der Kette gemessen wurde. Ist 
die Linie nmal so grofs, als die Kette, und der wahrscheinliche 
Fehler des einzelnen Kettenschlages gleich to, so ist der. wahrschein- 
liche Fehler der ganzen Linie gleich to yn. Eben so . ist der wahr- 
scheinliche Fehler in der Bestimmung des Stabes von 1 Quadratzoll 

Querschnitt gleich 

1650 »/3,26 = 2980 Pfd. 

Der fiinflufs, den verschiedene Längen auf diese Bestimmungen 
haben, ist nicht so einfach zu bezeichnen. Die Mittelwerthe der 
Festigkeit ändern sich dabei nicht, aber wohl fragt es sich, ob der 
wahrscheinliche Fehler bei längern und kürzeren Stäben derselbe 
bleibt. Dieses wfirde gewifs eben so wenig, wie bei jener Linie der 
Fall sein, wenn der ganze Stab sich aus so verschiedenen kurzen 
Stücken zusammensetzte, wie bei den Versuchen angewendet wurden. 
Der wahrscheinliche Fehler fär einen Stab von 1 Fufs Länge würde 
alsdann, da die Proben nur 2 Zoll lang waren, gleich 

2980 ye =« 7300 Pfd. 

sein. Eine so starke Abwechselung ist zwar nicht wahrscheinlich, 
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da der einzelne Stab in seiner ganzen Länge nahe aus demselben 
Material besteht und unter gleichen Umständen durch die Walzen 
'gegangen ist, er hat also voraussichtlich eine gleichmäfsigere Textur. 
Dagegen darf man aber nicht unbeachtet lassen, dafs in den dünnen 
Stäben, die zu den Proben verwendet wurden, die Fehler sich viel 
leichter erkennen liefsen, und daher im Allgemeinen gleichmäfsigere 
Stücke als bei der Verwendung im Grofsen, benutzt wurden. Um 
hierauf einigermaafsen Bücksicht zu nehmen, wird der so eben ge- 
fundene Werth des wahrscheinlichen Fehlers beibehalten. 

Kommen in der Construction, die man beabsichtigt, Stäbe von 
gröfserem Querschnitt und gröfserer Länge vor, wie so oft geschieht, 
so wird der wahrscheinliche Fehler der Festigkeit auf den einzelnen 
Quadratzoll bei der Vermehrung des Querschnittes sich vermindern, 
bei der gröfsern Länge aber, da diese leicht verschiedene Texturen 
umfafst, sich vergröfsern. Ein genaueres Eingehn in diese Verhält- 
nisse ist im Allgemeinen unthunlich, da die jedesmalige Sorgfalt in 
der Fabrikation hierauf grofsen Einflufs hat. Es mag daher ange- 
nommen werden, dafs beide Aenderungen des wahrscheinlichen Feh- 
lers sich aufheben, also fär jedes Stück die absolute Festigkeit ftlr 
den Quadratzoll gleich 57500 Pfd. und der wahrscheinliche Fehler 
dieser Bestimmung gleich 7300 Pfd. sei. 

Nunmehr kommt es darauf an, den Grad der Sicherheit, die 
man erreichen will, festzustellen. In manchen Fällen wird es genü- 
gen, hierfür die Grenze so zu bestimmen, dafs man 1 gegen 1 dar- 
auf wetten kann, dafs unter 1000 Stücken nur eins zerreifst. Han- 
delt es sich aber um eine Construction, wobei eine grolse Anzahl 
solcher einzelner Stücke vorkommen, so ist dieses offenbar nicht ge- 
nügend, und man wird mindestens fordern müssen, dafs dieselbe 
Wette f&r 10000 Stücke gilt. 

Ist vorstehende Frage beantwortet, also beispielsweise die zu- 
lässige Wahrscheinlichkeit des Bruches auf 0,0001 bestimmt, so lälst 
sich aus der Tabelle im Anhange C leicht die entsprechende Be- 
lastung auf den Quadri^tzoll Querschnitt finden. 

Dem Werthe TF= 0,0001 entspricht ii=5,52? Man mufs also 
(§ 32) von dem Mittelwerthe 57500 das n fache des wahrscheinlichen 
Fehlers abziehn, um die Wahrscheinlichkeit eines Bruches auf das 
geforderte Maafs zurückzuführen. Die zulässige Belastung darf da- 
her nur betragen 

57500 — 5,52 . 7300 = 18200 Pfd. 

Wenn dieses Maafs der zulässigen Belastung beinahe das dop- 
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pelte von demjenigen ist, welches man bei Eisen -Constructionen zu 
wAhlen pflegt, und von dem man wohl annehmen darf, dafs es durch 
vielfache Erfahrungen ungefähr bestätigt wird, so rührt dieses vor- 
zugsweise davon her, dafs man sich nicht nur gegen ein sofortiges 
Zerreifsen sichern will, worauf sich die hier zum Grunde gelegten 
Versuche beziehn, sondern dafs man schon Ausdehnungen vermeiden 
mufs, welche die Elasticitäts- Grenze überschreiten, die also in spä- 
terer Zeit einen Bruch veranlassen könnten. 

Dieses Beispiel ist nur deshalb gewählt, weil es eine grofse 
Anzahl von unmittelbaren Messungen umfafst, während in sonstigen 
Veröffentlichungen ähnlicher Beobachtungen nur die Mittelwerthe 
mitgetheilt werden, welche über die vorgekommenen und zu erwar- 
tenden Abweichungen, also über die Gröfse der wahrscheinlichen 
Fehler, gar keinen Aufschlufs geben. Die vorstehende Bechnung 
soll nur zeigen, wie die Untersuchung zu führen ist, sobald zahl- 
reiche Beobachtungen vorliegen. 

§ 37. 

Es mag noch von der Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung auf einige der gewöhnlichsten Fälle beim Feld- 
messen die Rede sein. 

Man habe in einem Dreiecke, das man bei der mäfsigen 
Länge seiner Seiten als ein ebenes anisehn kann^ die drei Winkel 
gemessen, aber in Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler sei 
die Summe derselben nicht, wie sie sein sollte 180 Grade, sondern 
um die Gröfse ^ geringer, woher die gemefsnen Winkel 

a-f-6 + c=180® — |ii 
Es sind also gewisse Verbesserungen dabei anzubringen, die mit a, 
ß und y bezeichnet werden, und deren wahrscheinlichste Werthe 
mi^i sucht, während man weifs, dafs 

folglich 7 == i^ — ^ — ß 

dy^=i — da — dß 
Die wahrscheinlichste Annahme ist, dafs die Summe der Qua- 
drate der Fehler ein Minimum darstellt, woher 

2ada + 2ßdß + 2ydy^0 
und wenn man den gemeinschaftlichen Factor 2 fortläfst und für y 
und dy die vorstehenden Werthe einführt, so ergiebt sich 
2ada-h2ßdß+adß + ßda — fAda — fidß^0 

8 
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Indem ß und a, und sonach auch die Differenziale derselben von 

einander unabhängig sind, so mufs die Summe der Glieder, die da 

als Factor enthalten an sich gleich Null sein, und dasselbe gilt auch 

von denen die dß zum Factor haben. Die Gleichung zerfällt also 

in zwei andre, nämlich 

2aH-/9 — f«=0 
und 

«-+-2/9 — |ii = 
Hieraus ergiebt sich 



und 

und daraus endlich auch 



a = \fi 



ß = \(^ 



r = \(^ 



Die wahrscheinlichsten Werthe der anzubringenden Verbesse- 
rungen erhält man sonach, wenn man die Differenz der Summe der 
gemessnen Winkel gegen 180 Grade in drei gleiche Theile zerlegt 
und jedem Winkel einen solchen Theil zusetzt, oder von demselben 
abzieht. Dieses Verfahren ist jedoch nur in dem Falle das richtige, 
wenn man sich bewufst ist, alle drei Winkel mit gleicher Sorgfalt 
und unter gleich günstigen äufsern Umständen gemessen zu haben, 
so dafs die wahrscheinlichen Fehler dieselben sind. Die Sicherheit 
der Messung eines Winkels ist im Allgemeinen von der Gröfse 
desselben unabhängig, die Verhältnisse sind also wesentlich 
verschieden von den Längenmessungen, bei denen der wahrschein- 
liche Fehler mit der Länge zunimmt. Es kann indessen leicht ge- 
schehn, dafs einer jener drei Winkel in Folge äufserer Umstände 
mit bedeutend gröfserer oder geringerer Genauigkeit als die andern 
bestimmt wurde. Dieses wäre zum Beispiel der Fall, wenn man 
von einem Punkte aus sehr nahe gegen die Sonne visiren mufste, 
und deshalb das Fernrohr oder die Alhidade nicht so scharf einstel- 
len konnte. Man mufs alsdann die Gröfse des betreffenden wahr- 
scheinlichen Fehlers vergleichungsweise gegen die der übrigen Mes- 
sungen schätzen. Wenn also beispielsweise die Genauigkeit in der 
Messung des Winkels a nur halb so grofs, oder der wahrscheinliche 
Fehler doppelt so grofs angenommen wird, wie bei b und c, so würde 
man die Bedingung haben 

a-t-2m-f-6-|-m-f-c-f-m=180<^ 
und 

2iii + m -h m = 4 m = |M 
woher 
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und die wahrscheinlichste Verbesserung von a, also a, = ^^ und die- 
jenigen von b und c, also ß und y^^^^fjt. 

Genau dasselbe Verfahren findet auch Anwendung, wenn man 
die sämmtlichen Winkel eines Polygons gemessen hat. Hat die- 
ses n Seiten, so beträgt die Summe der Winkel (n — 2) 180 Grade. 
Ergiebt die Messung dafbr einen um fi grofseren oder geringeren 
Werth, so wird unter der Voraussetzung einer gleichen Schärfe in 
allen Messungen die wahrscheinlichste Verbesserung eingeführt, wenn 

man jedem Winkel — fi zusetzt, oder ihn um diese Quantität ver- 
mindert. 

Häufig kommt es vor, namentlich wenn die Lage des Stations- 
Punktes gegen andre bekannte Punkte bestimmt werden soll, die 
rings um den Horizont zerstreut liegen, dafs man die Winkel 
zwischen je zweien zunächst liegenden Punkten mifst. Ist dieses 
geschehn, so dafs man wieder zu dem ersten Punkte gelangt ist, so 
sollte die Summe der sämmtlichen Winkel 360 Grade betragen. 
Findet man dabei aber einen Ueberschufs von der Gröfse ^e^, so ist 
derselbe gleichfalls in der beschriebenen Art auf alle Winkel zu 
vertheilen. 

Benutzt man dagegen nur eine geringere Anzahl von Punkten, 
deren Richtungen nicht weit von einander abweichen, so wählt man 
gewöhnlich zur ControUe das Verfahren , dafs man zuerst die Win- 
kel zwischen je zwei zunächst liegenden Punkten, und sodann den- 
jenigen zwischen dem ersten und letzten Punkte mifst. Dieser Win- 
kel müTste der Summe der ersteren gleich sein, wenn er aber um fi 
gröfser oder kleiner ist, so ergeben sich die wahrscheinlichsten Ver- 
besserungen in derselben Art, wie bei den Dreiecks -Winkeln. Ge- 
setzt, dafs es sich nur um 3 Punkte il, B und C handelt, und man 
habe zwischen A und B den Winkel =a, zwischen B und C den 
Winkel = 6, zwischen Ä und C den Winkel c gemessen, so sollte 

c sss a-i-6 
sein, doch sind die Beobachtungsfehler Veranlassung, dafs man 

gefunden hat. Verbessert man nun die drei Winkel a, 6 und c, in- 
dem man sie um a, ft und y vergröfsert, so mufs um die wahren 
Werthe darzustellen 

sein, oder 

y = a + ß— fA 

8* 
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Die wahrschdnlichste Voraussetzung ist aber, dafs 

ein Minimum, oder das Di£Perenzial dieser Summe gleich Null ist. 
Diese Bedingung ftkhrt eben so, wie früher zu den beiden Glei- 
chungen 

2a+ ß^fA = 

und 

a + 2/9 — .tt = 

tmd hieraus findet man 

r — — \h 

Bei Längen-Messungen ist das Verhältnifs insofern wesent- 
lich ein anderes, als der wahrscheinliche Fehler bei längeren und 
kürzeren Linien nicht mehr derselbe bleibt, vielmehr ,bei den erste- 
ren gröfser ist, als bei den letzteren. § 31 wurde schon nachge- 
wiesen dafs dieser Fehler gleich ic ]/a ist, wenn u> der wahrschein- 
liche Fehler der Maafs- Einheit und a die Länge der Linie bedeutet. 

Beispielsweise sei die Entfernung zweier Punkte A und D sehr 
genau bekannt. Indem sie vielleicht Winkelpunkte einer sorgfältig 
ausgeführten trigonometrischen Operation sind. Steckt man alsdann 
in äer durch sie gegebenen geraden Linie zwei Zwischenpunkte B 
und C ab, und mifst mit der Kette die Entfernungen AB^BC und 
CD, die mit a, h und c bezeichnet werden, so sollte die Summe 
derselben der bekannten Entfernung AD gleich sein. Weicht diese 
indessen von jener uin ^i ab, und ist man überzeugt, dafs der Fehler 
vorzugsweise in der letzten Messung liegt, indem die erstere, ver- 
gleichungsweise zu dieser, unbedingt als richtig angesehn werden 
kann, so entsteht die Frage, in welcher Weise man den bemerkten 
Fehler ^ mit d^r größten Wahrscheinlichkeit auf die drei kürzeren 
Linien vertheilen soll. 

Wenn ein richtiges Maafs benutzt wurde, so sind die Fehler 
von a, h und c eben so leicht positiv, wie negativ und heben sich 
daher zum Theil auf. Jenes u ist aber nur die Differenz zwischen 
den positiven und negativen Fehlem und gestattet kein ürtheil über 
die absolute Grdfse ddrselben. Dagegen ist die wahrscheinlichste 
Voraussetzung, die man unter diesen Verhältnissen machen kann, 
die Einfilhrung der Bedingung dafs die anzubringenden Correctionen 
a, ß und y den wahrscheinlichen Fehlern der einzelnen Linien pro- 



;i7 

portional sind. Man hat alsdann, wenn to der wahrscheinliche Fehler 
in der Messung der Längen -Einheit ist, (^e wahrscheinlichen Fehler 

von a gleich w ya 

von b - loyb 

von c - foyc 
also 

asssmioya 

ß = mu)yb 

y=:mtoyc 

wo m einen unbekannten Factor bedeutet. AuTserdem ist 

a + /9+;^=/4=5 mu) (ya -hyb-h yc) 
folglich 

mto sss 9- - 

ya-hyb-h yc 

und hieraus ergeben sich die anzubringenden Verbesserungen 

ya-hyb + yc 
ya-^-yb-i-ye 

V» !^ 

ya-^yb-^yc 

Die Zeichen von er, ß und y sind aber jedesmal einander gleich und 
so zu wählen, dafs dadurch die bemerkte Differenz fA aufgehoben 
wird. 

Wesentlich verschieden ist das Resultat, wenn die bemerkte 
Differenz nicht sowol auf der Verbindung zufalliger Fehler beruht, 
die eben so gut positiv, wie negativ sein können, als vielmehr auf 
einem unrichtigen Maafse, das bei den partiellen Messungen benutzt 
wurde. In diesem Falle sind die einzufahrenden Verbesserungen 
nicht mehr den Quadratwurzeln der Längen, sondern den Längen 
selbßt proportional, also 

ua 

€ 

u. s. w. 



§38. 

Beim Vermessen eines Grundstückes pflegt man mit der Auf- 
nahme der Grenzen desselben den Anfang zu machen. Man 
geht von einem beliebigen Grenzpunkte aus^ also vom Punkte A^ 
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mifst die Richtung der nächsten Grenzlinie AB mit der Boussole 
und ihre Länge mit der Kette, geht alsdann zur Grenzlinie B C über 
und so fort, bis man wieder zu dem Anfangs -Punkte A gelangt. 
Beim Auftragen der Richtungen und Längen der Linien müfste man, 
wenn alles genau gemessen und aufgetragen wäre, einegeschlofsne 
Figur darstellen. Wegen der unvermeidlichen Fehler ist dieses 
aber fast niemals der Fall, und geschieht nur, wenn die Fehler zu- 
fällig sich gegenseitig aufheben. Ist der Abstand des Schlnfspunktes Z 
von dem Anfangspunkte A sehr grofs, so mufs natürlich die Opera- 
tion wiederholt werden, um die nöthige Genauigkeit zu erreichen, 
bei geringen Abweichungen geschieht dieses aber nicht, doch mufs 
man, um die Figur zum Schlüsse zu bringen, die wahrscheinlichsten 
Verbesserungen in der Lage der einzelnen Winkelpunkte einfahren. 



y-'^> 




N...U 



». 



Der Abstand der beiden Punkte A und Z von einander sei 
gleich Q. Man ziehe durch A die Linie AN senkrecht gegen iiZ, 
und indem man dieselbe zur Abscissen -Linie annimmt, falle man 
auf sie aus allen Winkelpunkten die Ordinaten £(?, CH^ DI und EK. 
Indem die Linie ZA^=sq gleichfalls auf AN senkrecht steht^ so hat 
sich in den Abscissen AG^ AHy AI u, &. w. kein Fehler zu erkennen 
gegeben und es liegt sonach keine Veranlassung vor, in diesen ir- 
gend welche Aenderungen einzuführen. Dagegen bedürfen die Or- 
dinaten gewisser Verbessenmgen damit der Punkt Z in A fällt. 
Nennt man die Höhe um welche der Punkt B zu heben ist fi , die 
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Höhe ftr den Punkt C dagegen v — jti, eben so ;r — v diejenige in 
Betreff des Punktes D u. s. w., so dafs also ^, r, n , . , die Höhen 
bezeichnen, um welche je^er Punkt stärker als der vorhergehende ge- 
hoben werden mufs, so hat man die Bedingung 

Wollte man aufserdem die Bedingung einftlhren, dafs 

jM^ + V* -f- ;r* + • • • 

ein Minimum sein soll, so würde man diese sämmtlichen Abweichun- 
gen als gleich wahrscheinlich betrachten, was nicht richtig ist. Je 
länger nämlich eine Seite ist, um so gröfser wird ihr Einflufs auf 
die Hebung des nächsten Grenzpunktes, und dasselbe geschieht auch, 
wenn ihre Richtung sich der Abscissenlinie nähert. Dabei ist aber 
zu bemerken dafs jede partielle Hebung /i, i^, . . . von den in der 
vorhergehenden Messung begangenen Fehlern ganz unabhängig ist, 
wenn man, wie vorausgesetzt wird, die Richtungen der Seiten mit 
der Boussole bestimmt hat. Wären dagegen mittelst eines andern 
Instrumentes die Winkel zwischen je zwei Seiten gemessen worden, 
so würden in Folge eines in der ersten Messung begangenen Fehlers 
schon die Richtungen aller folgenden Seiten /verändert werden, und 
sonach hätten die Fehler der ersten Winkelmessungen viel gröfseren 
Einflufs auf das Resultat, als die der späteren. 

Die Winkel zwischen den Seiten und der Abscissen- Linie wer- 
den stets von der letzteren ab und in gleicher Richtung gemessen, 
man nenne sie a, /S, ;", . . . Dieselben sind gleich den an der Bous- 
sole abgelesenen Winkeln, weniger dem Winkel, den die Abscissen- 
Linie mit dem magnetischen Meridian macht. Die an jenen Win- 
kein anzubringenden Correctionen bezeichne man mit a\ /?, y\ . . . 
die Seiten dagegen mit a, 6, c, . . . und die Verbesserungen dersel- 
ben mit a\ b\ c\ 

Die am ersten Winkelpunkte oder in der Ordinate BG anzu- 
bringende Verbesserung ist demnach 

^ = (a + a') Sin(a + «') — a Sin« 
Indem a' sehr klein ist, so kann man Sina'=sa' und Cosa'=l 
setzen. Aufserdem verschwindet dasjenige Glied, welches die beiden 
Verbesserungen a* und a* als Factoren enthält. Hierdurch wird 



fizsza f - Sin« -h a' Cos« j 



a 
Es kommt darauf an, das Verhältnifs zwischen — und a' fest- 
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zustellen. Bei Anwendung der Kette und der Boussole ist der Fehler 
der Langen im Allgemeinen viel geringer, als derjenige der Winkel. 
Der Fehler der letzteren setzt sich nämlich aus vielen sehr rerschie* 
denen Fehlem zusammen. Die täglichen Schwankungen in der De- 
clination der Magnetnadel betragen in Berlin regelmäfsig 15 bis 16 
Minuten imd übersteigen nicht selten 20 Minuten*). Die gröüsten 
Abweichungen in östlicher imd westlicher Richtung treten aber ge- 
gen 8 Uhr Morgens imd 12 Uhr Mittags ein, sie fallen also in Ta- 
geszeiten, die bei Messungen immer benutzt werden, und sonach 
werden die hierdurch veranlafsten Fehler vollständig eingefllhrt. 
Die nächste Ursache zu ungenauen Winkelmessungen ist das Spie- 
len und Zittern der Nadel, welches bei unruhiger Luft gar nicht 
aufhört. Dazu kommen noch verschiedene andre Fehler -Quellen, 
die bei der nothwendigen Einfachheit des Instrumentes sich nicht 
beseitigen lassen. Hiemach stellt sich der wahrscheinliche Fehler 
der einzelnen Messung wenigstens auf 15 Minuten. Wure beispiels- 
weise die Linie AB 115 Ruthen lang, so würde dieser Fehler den 
Punkt B schon mn eine halbe Ruthe versetzen. Der wahrschein- 
liche Fehler in der Längen -Messung auf günstigem Terrain be- 
schränkt sich dagegen, bei gehöriger Vorsicht im Ausspannen der 
Kette, woran es gewöhnlich nicht fehlt, etwa auf zwei 2 Zoll fiür 
die Kettenlänge von 5 Ruthen. Er beträgt daher auf 115 Ruthen 
nicht mehr als 2 ^23 = 9,6 Zoll oder 0,067 Ruthen , also nur etwa 
den achten Theil des ersten Fehlers. Je länger aber die Linie ist, 
um so gröfser stellt sich der Unterschied zwischen beiden Fehlem 
heraus. 

Mit Rücksicht auf den Umstand, dafs es sich hier nur um die 
Ermittelung der wahrscheinlichsten Werthe der einzuftüirenden Cor- 

rectionen handelt, so rechtfertigt sich die Voraussetzung, dafs — ge- 

£1 

gen a' verschwindet, also das erste Glied fortfallt. Man hat dem- 
nach 

fisha CoSti • a' 

j/— 6Cos^./9' 

TT SS c Cos/ • y 

Die ersten Factoren dieser Ausdrücke, nämlich aCosa, 6Cos/9, ... 
sind nichts andres, als die Linien \4 6, GH, HI, IK und so weiter, 
also die Projectionen der Seiten a, b, c... auf die Abscissenlinie. 
Die Werthe derselben sind positiv, weil die in den Punkten A, B, C 



*) PoggendorfTs Annalen Band 37. Seite 552. 
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gemessnen Winkel a, /9, y in den ersten, oder in den vierten Qua- 
dranten faDen, sobald jedoch die Seiten des Polygons sich rückwärts 
wenden, wie nach der Figur in D geschieht, so fällt der betreffende 
Winkel in den zweiten oder dritten Quadranten, sein Cosinus ist 
folglich negativ und die Projection IK mufs daher in entgegenge- 
setzter Richtung, das heifst auf die linke Seite von / aufgetragen 
werden. Dasselbe geschieht mit den Projectionen aller Seiten, die 
sich demAnüangs- Punkte zuwenden. 

Man hat nunmehr die Bedingungs- Gleichung 

() sss a Cos a • a' 4- 6 • Cos^ • /S* -+- c • Cos yy'-i 

also wenn dieselbe differenzirt wird, indem nur a\ 
ß^ y . . . variabel sind 

Oa=a «Cos «•rfa'-hfc- Cos /9-d^+c- Cos y •£//-+- •• 
jf Aufserdem sollen die Quadrate der Yer&nderungen 

^\ß\ y ' ' ' ^ii^ Minimum sein, oder die Summe 
von a*da\ ßdß\ y' dy' . . . gleich Null. Diese Pro- 
ducte beziehn sich aber auf die Längeneinheit, sie 
treten also in derselben Anzahl auf, wie die ent- 
sprechenden Factoren a Cosn, 6 Cos/9 . . . Einhei- 
ten enthalten. Hieraus ergiebt sich 

ly 0n=aCosa.a'da-h6Co6,9-^d/9'-4-cCo8/«/rf/-+-- 

dividirt man diesen Ausdruck durch tx und zieht 

r ihn von dem vorhergehenden Ausdrucke ab, so 

verschwinden die ersten Glieder und man erhält 

0=(l— ^)6Cos/9d/9'-f-(l — QcCos;'d/ 

Die Veränderungen von (f und y sind aber unab- 
hängig von einander und sonach mufs jedes Glied 
^ ftlr sich gleich Null sein, also 

1 —^ — oder /? = «' 
a 

1— ?^,==0 oder y'«a' 
a 

und so fort. 

Die sämmtlichen Winkel er, /(9, / . . . mlUseD 

I also um gleiche Quantitäten geändert werden, und hicor- 

aus ergiebt sich eine sehr einfache Construction mn die 

in jedem Winkelponkte anzubringende Verbesseniog 

darznstellai. Die nebenstehende Figur eeigt dieses. 
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Man trägt auf eine Linie AN die Projectionen AG, GH, HI, IK and 
KA auf und zwar alle in derselben Richtung. Auf den Endpunk Z 
errichtet man eine Senkrechte der man die Länge q giebt. Das obere 
Ende dieser Linie verbinde man mit dem Punkte A, alsdann ergeben 
sich die Gröfsen der an jedem Endpunkte des Polygons anzubrin- 
genden Verlängerungen der Ordinaten, aus den Senkrechten die man 
in der letzten Figur von G, H, I und K aus bis zu der schrägen 
Linie gezogen hat. Die in Z errichtete Senkrechte ist aber g gleich, 
und sonach fällt durch diese Verbesserung der Endpunkt Z in den 
Anfangs -Punkt A. Die sämmtlichen Verbesserungen haben aber 
gleiche Zeichen. 

§39. 

Von grofser Wichtigkeit ist beim Feldmessen die Lösung der 
sogenannten Pothenotschen Aufgabe, wodurch nämlich die Lage 
eines Stations-Punktes bestimmt wird^ indem man von demselben 
aus die Winkel zwischen andern bekannten Punkten miTst. Geschieht 
diese Messung mit der Boussole, so genügen schon zwei be- 
kannte Punkte, die nicht mit dem Stations- Punkte in derselben ge- 
raden Linie liegen. Sobald indessen sich Gelegenheit bietet, noch 
nach mehreren bekannten Punkten zu visiren, so wird dadurch nicht 
nur eine sichere Controlle möglich, sondern die Fehler in der Mes- 
sung lassen sich alsdann auch zum Theil beseitigen und das Resul- 
tat dadurch berichtigen. 

Wenn man nach n Punkten visirt, so erhält man eben so viele 
Richtungslinien, welche den unbekannten Stationspunkt schneiden 
würden, falls keine JFehler vorgekommen wären. Da Letztere nicht 
zu vermeiden sind, .so bilden sich im Allgemeinen 

H-2-4-3-h4-h- • .-hfl — 1 
Durchschnitts -Punkte, die mehr oder weniger aus einander liegen, 
von denen aber auch einzelne zufällig zusammentreffen können. Ge- 
schieht Letzteres so mufs man einem solcl^n Doppel -Punkte den 
doppelten Werth der übrigen beilegen. 

Die wahrscheinlichste Lage des Stations -Punktes stimmt kei- 
neswegs mit dem Schwerpunkte der sämmtlichen Durchschnittspunkte 
überein, selbst wenn man den letzteren gleiche Gewichte beilegt. 
Dieses würde freilich der Fall sein, wenn alle Festpunkte, nach de- 
nen man visirt, gleich weit entfernt wären. Die Bedingung ist aber, 
dafs die Summe der Quadrate der Verbesserungen der Winkel ein 
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Minimum sein soll, und da eine gleiche Entfernung von der Visir- 
linie nach einem nahen Pupkte den Winkel in höherem Grade ver- 
ändert, als nach einem weiter abliegenden, so sind bei der Bestim- 
mung der wahrscheinlichsten Lage auch die Entfernungen zu be- 
rücksichtigen. Durch eine einfache Construction läXst sich die Auf- 
gabe nicht lösen, wenn man daher keine eingehende Rechnung an- 
stellen will, so wird man sich mit einer ungefähren SchätzuTig be- 
gnügen. Man mufs alsdann den Stationspunkt so wählen, dals kei- 
ner der Winkel eine bedeutende Veränderung erfahrt, während es 
mehr gerechtfertigt ist, an einer gröfseren Anzahl von Winkeln kleine 
Aenderungen einzuführen. 

Sobald es sich um eine genauere Messung handelt, wird man 
weder die Winkel mit der Boussole messen, noch auch mit geome- 
trischen Constructionen sich begnügen dürfen, vielmehr ist alsdann 
die Rechnung nicht zu umgehn. Die Methoden, wonach man 
aus den zwei Winkeln, die zwischen drei ihrer Lage nach bekann- 
ten Punkten gemessen sind, den noch unbekannten Stations -Punkt 
bestimmt, dürfen hier nicht wiederholt werden. Es &agt sieb nur 
wie man die wahrscheinlichste Lage dieses Punktes findet, wenn 
von ihm aus die Winkel zwischen mehr als drei bekannten Punkten 
gemessen wurden. In diesem Falle ist es am bequemsten, zunächst 
Näherungswerthe einzufilhren, und alsdann die wahrscheinlich- 
sten Correctionen derselben zu ermitteln. Man erreicht dabei den 
nicht unwesentlichen Vortheil dafs man die höheren Potenzen dieser 
Correctionen vernachlässigen kann. 

Die bekannten Festpunkte sind gemeinhin durch Coordinaten 
gegeben, welche sich auf den Meridian beziehn. Indem man nähe- 
rungsweise die Coordinaten des Stationspunktes X und Y einfiihrt, 
so kennt man auch die Richtung des durch denselben gezogenen 
Meridians und kann den Azimuthai -Winkel jedes Festpunktes be- 
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rechnen. In der beistehenden Figur sei A einer dieser Punkte. 
Seine bekannten Coordinaten seien x und y, während nach den 
angenommenen Coordinaten der Stations- Punkt in C liegt. Als* 

dann ist 

AE = y—Y^rSina 

EC = x—X^rCo8a 
folglich 



und 



^ X — A 



_y —Y x — X 

Sina Cos« 



Der in dieser Weise berechnete Wipkel a wird von dem ge- 
mefsnen Winkel ß etwas abweichen, und es kommt darauf an, die 
angenommenen Coordinaten X und Y durch flinf^hrung der Ver- 
besserungen X und \f so zu ändern, dafs der Stationspunkt Fon C 
nach einem solchen Punkte D rückt, bei dßP der Winkel b die 
Eigenschaft besitzt, dafs mit Rücksicht auf alle benutzten Festpunkte 
die Summe der Quadrate ß — b ein Minimum wird. Aufserdem ist 
aber aiich die Lage des Meridians f&r den Stationspunkt noch un- 
sicher, daher ist lUr diesen Winkel eine unbekannte Aenderung ein- 
zuführen, die gleich %p sei* Der wirklich gemefsne Azimuthai -Wic- 
kel ist demnach ß-hxp» 

Man drücM nunmehr den Winkel ADF oder b durch die ein- 
geführten Correctionen aus 

tan fc_ ^Sina — y' 
^ rCosa — x' 

ferner hat man den Winkel q> , unter dem die Linien CA und DA 

sich schneiden 

(psasb — a 
folglich 

tanffb — tanfica 

tangop = T-r-r r— r^ — 

°^ 1 -h tango • tanga 

und nach Einführung des vorstehenden Werthes von tang6 

o;' • Sina — t/Cosa 

^^^ r— a?'Cosa — ySina 

Indem man voraussetzen darf, dafs die Näherungswerthe X und 
Y nahe die richtigen sind, so sind die Correctionen x' und y' ver- 
gleichungsweise gegen die Linie r verschwindend klein, und man 



125 

hat daher, wenn auch der sehr kleine Winkel tf> mit seiner Tangente 

verwechselt wird, 

Sina , Oosa , 

Durch diese Verbösöerung wird der berechnete Winkel 

Sin a , Cos a , 
r r 

Der beobachtete Winkel ist aber 

and die Differenz zwischen beiden 

. Sin a , Cos a , 
ß — a ^ — \l)'\ X y 

T T 

Dieser Ausdruck hat die Form, welche die Anwendni^g der 
Methode der klemsten Quadrate fordert, indem jede der drei Unbe- 
kannten 1/', od und %j als Factor eines Gliedes auftritt. Ob man 
aber hiernach unmittelbar die Rechnung vornehmen darf, oder zu- 
nächst eine Aenderung einf&hren mufs, hängt von der Art ^der Win- 
kelmessung ab. Es tritt nämlich ein wesentlicher Unterschied in 
der Vertheilung der Fehler ein, jenachdem man entweder mit einem 
Spiegel -Sextant oder einem Repetitions- Kreise die Winkel zwischen 
je zwei zunächst liegenden Festpunkten mifst, oder ob man an einem 
Kreise, ohne die Stellung desselben zu verändern, nach und nach 
gegen alle Festpunkte visirt und die betreffenden Winkel abliest. 
Wäre das Erste der Fall, so dürfte man den vorstehenden Ausdruck 
nicht benutzen, weil man alsdann die gemefsnen Winkel summiren 
müfste, und der im ersten Winkel begangene Fehler zu allen folgen- 
den hinzuträte, während der Fehler des letzten Winkels nur einmal 
in die Rechnung eingeföhrt würde. Diese Art der Messung bedarf 
daher noch einer Umformung des vorstehenden Ausdruckes. 

Zwischen zwei Punkten sei der Winkel ß gemessen , während 
die berechneten Azimuthe a und a', und die Entfernungen des Punk- 
tes ^ vom Stations-Punkte r und r'sind. Alsdann ist nach den 
vorstehenden Entwickelungen der durch Rechnung geftmdene Win- 
kel zwischen beiden Punkten gleich 

, , . /Sin d Sin aN , /Cos d Cos a\ , 

(«-«)+i-p rj'^-l-r' v)^ 

wobei die Correction t/; augenscheinlich fortfällt. Der gegen die 
Messung übrig bleibende Fehler ist daher 

^ , , . /Sina' Sina\ , /Cosa' Gosö^N , 
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem § 17 gegebenen, so ist 

A = /9 — (a' — a) 

Sin (£ Sin a 
a ^ 

Cos a' Cos a 



fj ' r 

während die gesuchten Unbekannten x^ und if den r und » ent- 
sprechen. 

Als Beispiel mag eine Messung erwähnt werden, die ich zur 
Bestimmung eines Punktes in der Nähe von Pillau einst ausführte. 
Nach früheren Messungen von Bessel waren die Coordinaten des 
Leuchtthurmes von Pillau, des Thurmes von Brandenburg, des Schlos- 
ses Balga, des Thurmes von Heiligenbeil und des Thurmes von 
Braunsberg bekannt. Wenn der Pillauer Leuchtthurm als Anfangs- 
punkt des Coordinaten -Systems angenommen wurde, so war 
f&r Brandenburg x=— 766,55 y = 4- 6087,52 

Balga x = — 2548,56 y = + 1305,80 

Heiligenbeil aj = — 5286,47 y = -H 793,41 

Braunsberg a? = — 7618,77 y= — 1188,43 

Die X zählen in der Richtung des Meridians von Süden nach Nor- 
den und die y in dem Perpendikel von Westen nach Osten. Beide 
Coordinaten sind in Rheinländischen Ruthen ausgedrückt. 

Ein Katerscher Kreis wurde auf den noch unbekannten Stations- 
Punkt willkührlich aufgestellt und die Richtungen der benannten 
Festpimkte daran abgelesen, nämlich 

Pillauer Leuchtthurm 246« 55' 30" 
Thurm Brandenburg 309« 14' 30" 
Schlofs Balga 2« 41' 30" 

Thurm Heiügenbeil 23« 44' 0" 
Thurm Braunsberg 42« 6' 15" 
Zur vorläufigen Berechnung der Näherungs-Werthe wurden die 
Winkel zwischen Pillau, Brandenburg und Balga benutzt, imd hier- 
aus ergab sich 

X = — 192,826 
F = — 125,030 
Unter den beiden oben angeführten Methoden zur Berechnung 
der Correctionen mufste die erste gewählt werden, weil nicht die 
einzelnen Winkel zwischen je zwei Festpunkten, sondern die Rich- 
tungen der sämmtlichen Festpunkte gemessen waren. Die Richtung 
des Meridians ergiebt sich unmittelbar aus den vorstehenden Werthen 
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von X und F, bei jener Aufstellung des Instrumentes ufnd nach der 
vorläufigen Rechnung fiel nämlich der Meridian in den Winkel 

213«5r55",5 

Hiemach sind die fünf beobachteten Azimuthalwinkel in der 
obigen Reihenfolge der Festpunkte 

/?= 32«57'34",5 
= 95M6'34",5 
= 148« 43' 34",5 
= 169M6' 4",5 
= 188« 8'19",5 

Die berechneten Azimuthal-Winkel stimmen natürlich f&r die 
drei ersten Punkte mit den vorstehenden genau überein, für Heili-* 
genbeil und Braunsberg sind sie dagegen 

169«46'42",4 
und 

188« 8'57",8 

Die Differenzen ß — a sind demnach 

0,0 = 0,0 

0,0 = 0,0 

0,0 = 0,0 
-37",9 = - 0,0001838 
— 38",3 = — 0,0001856 

indem die Winkel durch die Länge der Bögen ausgedrückt v^erden. 
Indem die Berechnung der Winkel a bereits zur Bestimmung der 
Entfernungen führte, so sind nunmehr alle bekannten Gröfsen in der 

Gleichung 

^ Sina , Cos« , 
ß — a = — 1/; H • X • y 

gegeben^ und mit Bezug auf die § 17 dargestellte Form hat man 

h=ß — a 

a = — 1 

. Sing c* 

r 
und 

Cosa 

r 

Führt man für jede einzelne Beobachtung die betreffenden Zahlen- 
werthe ein, imd bildet die Potenzen und Producte und summirt die- 
selben^ so findet man die Unbekannte 

1/;=— 0,00020818 
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oder im Winkel ausgedrückt 

V; — — 41\9 

die Richtung der Nordlinie ist also um soviel Secunden mehr west- 
lich zu legen, oder sie ftllt bei jener Anfstelhmg des Instrumentes 

auf 

213* 57' 13';6 

Die Correctionen der Coordinaten sind aber 

a?' = -H 0,6053 
y' =»: + 0,8357 

woher X und Y sich verändern in 

X = — 192,221 
und 

r= — 124,694 

Berechnet man hiernach aufs Neue die Azimuthai -Winkel, so wei- 
chen dieselben in den f&nf Beobachtungen von den gemessenen ab 
um 

i- i",o 

-+- 20",9 

— 3",1 

— 13",5 

— 3",2 

Die Summe der Quadrate dieser Fehler beträgt 639,91 und man 
findet daraus den wahrscheinlichen Beobachtungsfehler 

to =z 12,065 Secunden 
oder im Bogen 

U)= 0,0000585 

Die wahrscheinlichen Fehler in den berechneten Constanten 
sind demnach folgende 

in der Richtung des Meridians . 11,53 Secunden 

in der Abscisse X 0,255 Ruthen 

in der Ordinate Y 0,153 Ruthen 

§ 40. 

Unter den verschiedenen Anwendungen der Methode der klein- 
sten Quadrate verdient eine besondere Erwähnung noch der Fall, 
wemi der wahrscheinlichste Werth eines Exponeoten gesucht wird. 
•In § 20: sind die hierzu dienenden Methoden 'bereits mi^etfieilt, doch 
zeigen sich dabei zuweilen so grofse Schwierigkeiten, dafs ^ man von 
denselben keinen Gebrauch maeken kann. 
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Um ein einfaches Beispiel dieser Art zu wählen, mag es sich 
um den Ausdruck 

czssrab' 

handeln. Die beobachtete Gröfse c sei der Gröfse a in der ersten 
Potenz proportional, sie werde aufserdem aber auch durch die Gröfse 6 
bedingt, von der es jedoch unbekannt ist, ob sie im Zähler oder 
Nenner, und in welcher Potenz sie auftritt. Es wird angenommen, 
dafs die Verhältnisse zu complicirt sind, als dafs man sie klar ver- 
folgen könnte. Für eine Voraussetzung lassen sich eben sowohl, 
wie ftir eine andre gewisse Gründe angeben, und es kommt daher 
darauf an, diese Frage nur nach den Beobachtungen wenigstens 
in so weit zu entscheiden, dafs man annähernd das Gesetz der Er- 
scheinung kennen lernt, und unter ähnlichen Verhältnissen die zu 
erwartenden Erfolge vorhersehn kann. 

Durch die logarithmische Auflösung kann man dem Ausdrucke 
leicht die Form geben, in welcher er unmittelbar zur Behandlung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate sich eignet. 

logc — log a = logr -4- s • logft 

dabei wird jedoch nicht die Bedingung zum Grunde gelegt, dafs die 
Summe der Quadrate der Fehler von c ein Minimum wird, vielmehr 
geschieht dieses in Beziehung auf die Fehler der Logarithmen von 
c dividirt durch a. Sind diese beiden Gröfsen nicht sehr verschie- 
den von einander, und wird sogar in einzelnen Beobachtungen a 
vielleicht gröfser als c, wodurch die Gleichung sich in 

log— = — logr — * logft 

verwandelt, so erhalten gerade diese kleinsten Werthe einen über- 
wiegenden Einflufs, weil die Logarithmen von Zahlen die sehr nahe 
gleich 1 sind, sich am stärksten verändern. In dieser Art kann es 
geschehn, dafs die wichtigsten Beobachtungen beinahe ganz unbe- 
rücksichtigt bleiben und man zu Resultaten gelangt, die augenschein- 
lich unrichtig sind. 

Führt man dagegen andrerseits für s den Näherungswerth S ein, 
und bezeichnet man die nöthige Verbesserung desselben mit er, so 
kann man sich augenscheinlich mit dem ersten Gliede der Taylor'- 
schen Reihe nur begnügen, wenn die folgenden vergleichungsweise 
sehr klein sind. Man hat aber 

6*+^ =6*1 1 + cy • log natfc -h |((T • log nat6)^+J((ylognat6)'-| 1 

Diese Reihe erfidlt jene Bedingung einigermafsen, wenn er «lognatb 

9 
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ein ächter Bruch ist. Für (T s=s 1 findet dieses statt , so lange 6 
kleiner als 2,718 und gröfser als 0,368 bleibt. Für <y = i geschieht 
dasselbe, wenn 6 zwischen den Grenzen 7,389 und 0,135 und fbr 
<j=:i wenn es zwischen 54,601 und 0,01832 liegt. In vielen Un- 
tersuchungen ist 6 bedeutend kleiner oder gröfser, alsdann führt 
diese Zerlegung zu keinem Resultate und es ist besonders stdrend, 
dafs man die Vergeblichkeit der Rechnung oft nicht vorhersehn 
kann, indem die Gröfse von a noch unbekannt war. Um so nöthi- 
ger ist es aber, auf den Werth von b stets aufinerksam zu bleiben. 

Es giebt dagegen ein anderes Mittel, den gesuchten Exponent 
aus den vorliegenden Beobachtungen annähernd herzuleiten. Man 
wählt nämlich unter den letzteren so viele, als unbekannte Gröisen 
zu berechnen sind, imd wenn die Form der Gleichung unmittelbar 
oder nach Eliminirung der constanten Factoren es gestattet, führt 
man die Rechnung logarithmisch aus. Entgegengesetzten Falles 
bleibt nur übrig ftbr den Exponent gewisse Werthe anzunehmen 
und mit Berücksichtigung der übrig bleibenden Differenzen denjeni- 
gen Werth zu ermitteln, der den dabei benutzten Beobachtungen 
entspricht 

Das in solcher Weise gefundene Resultat ist indessen für die 
ganze Beobachtungsreihe keineswegs das wahrscheinlichste, und 
wenn eine der Beobachtungen, die der Rechnung zum Grunde ge- 
legt wurden, zufallig sehr fehlerhaft war, so ist der gefundene Nä- 
herungswerth nicht brauchbar. Um dieses zu vermeiden, empfiehlt 
es sich, zunächst die sämmtlichen Beobachtungen mittelst Abscissen 
und Ordinaten aufzutragen. Aus einer solchen Zeichnung läfst sich 
nicht nur erkennen, welche Messungen sich einer regelmäfsigen 
Curve vorzugsweise anschlielsen, sondern man bemerkt dabei auch, 
welche unter diesen ihrer Stellung nach sich zur Aufsuchung des 
Näherungswerthes besonders eignen. 

Der folgende Theil der Rechnung, nämlich die erwähnte Ver- 
besserung dieses Werthes, ist in vielen Fällen entbehrlich, insofern 
die Gesetze, denen die Erscheinungen unterworfen sind, in ihren 
Grundlagen überaus einfach zu sein pflegen. Wenn aber durch das 
Zusammenwirken verschiedener Verhältnisse diese Einfachheit des 
Ausdruckes verschwindet, so pflegen dadurch nur die constanten 
Factoren, nicht aber die Exponenten betroffen zu werden, und letz- 
tere stellen sich meist als sehr einfache Verhältnifs- Zahlen dar. 
Dieses Zusammentreffen ist so allgemein, dafs man die Richtigkeit 
eines gefundenen Resultates schon bezweifelt, sobald der Exponent 
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einen ungewöhnlichen Werth erhält, und nicht etwa gleich J, |, }, 
2, 3 oder 4 ist. Jene logarithmische Rechnung auf einzelne Beob- 
achtungen basirt, wird zwar nicht direct zu so einfachen Zahlen 
fllhren, aber der gefundene Werth wird sich meist nicht weit von 
einer derselben entfernen, und alsdann ist eine grofse Wahrschein- 
lichkeit vorhanden, dafs diese die richtige sei. Ergeben andre aus 
derselben Reihe ausgewählte Beobachtungen bei gleicher Behand- 
lung nahe denselben Exponenten, so darf man annehmen, dafs dieses 
der richtige sei, und unmittelbar zur Aufsuchung der constanten 
Factoren übergehn. Die Differenzen zwischen den Resultaten der 
Rechnung und der Beobachtung dienen schliefslich zu einer sehr 
sichern ControUe, ob die Wahl des Exponenten angemessen war, 
oder ob dafür ein andrer eingeführt werden muTs. 
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VI. Abschnitt. 

AAwendoiig der Waknehenilkhkeits-Beehniiiig auf das NiTelliren. 

§ 41. 

Wenn auch die Anwendung der mitgetheilten Sätze der Wahr- 
scheinlichkeits- Rechnung auf das Nivelliren überaus einfach ist und 
dabei keine schwierigen Aufgaben vorkommen, deren Lösung eine 
besondere Untersuchung fordert, so dürfte es sich doch empfehlen, 
in einem speciellen Falle das Verfahren zur Prüfung und Berichti- 
gung, Bo wie zum angemefsnen Gebrauche der Instrumente näher zu 
bezeichnen, und auf Umstände aufmerksam zu machen, die leicht 
grofse Täuschungen veranlassen können. Es erscheint aber um so 
nothwendiger, hierauf näher einzugehn, als die Nivellements, nament- 
lich wenn Projecte zu Wasserbauten darauf gegründet werden sollen, 
einer ganz besondem Schärfe und Genauigkeit bedürfen , und dem- 
nach nicht selten darin Irrthümer vorkommen, die man nach den 
vorgeschriebenen und wohl jedesmal auch wirklich ausgeführten 
ControUen nicht entfernt erwarten durfte. 

Es mag zunächst von einigen Täuschungen die Rede sein, 
gegen die man gewöhnlich sich nicht hinreichend sichert. Vorzugs- 
weise giebt dazu die übliche Einrichtung der Visirstäbe mit be- 
weglichen Tableaus Veranlassung. Ich ftihrte einst ein kleines 
Nivellement mit dem gewöhnlichen Apparate und diesen Tableaus 
. aus. Nachdem ich vor- und rückwärts visirt und die Höhen der 
Tableaus abgelesen hatte, schob ich die Füfse des Stativs etwas 
näher zusammen und hob dadurch das Instrument, um eine sichere 
ControUe zu gewinnen. Nunmehr ereignete es sich aber, dafs die 
Tableaus zwar auf meinen Wink gehoben wurden , aber schliefslich 
immer wieder genau dieselbe Stelle, wie das erstemal einnahmen. 
Die beiden Leute, welche die Tableaus handhabten, waren mir als . 
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besonders geübt in dieser Arbeit empfohlen, nnd ihre anerkannte 
Uebung und Geschickiiehkeit bestand darin , dafs sie den ersten 
Stand der Tableaus sich merkten, und bei der ControUe ganz unbe- 
kümmert um die Winke und Zurufe des Beobachters die Tableaus 
jedesmal genau in die frühere Höhe wieder einstellten. In dieser 
Art ist natürlich die vollste Uebereinstimmung leicht herbeizuführen, 
und zwar eben so wohl bei einer ganz fehlerhaften Messung, wie bei 
einer richtigen. 

Ein solches Verfahren erklärt den wunderbaren Grad von Ge- 
nauigkeit, den manche Feldmesser zu erreichen glauben. Ich habe 
Nivellements gesehn, in denen nach den beigefügten ControUen der 
wahrscheinliche Fehler in jeder Station, auf den Winkel reducirt 
nur \ bis ^ Secunde betrug. Wenn man aber bei den fest aufge- 
stellten und viel vollkommneren astronomischen Instrumenten nicht 
leicht eine ganze Secunde verbürgen kann, so beruht diese Ueber- 
einstimmung der ControUe mit der Messung augenscheinlich nur auf 
Täuschung, und in den meisten Fällen gewifs auf Selbsttäuschung. 

Bei keiner Messung oder Beobachtung darf man sich auf die 
Zuverlässigkeit der Gehülfen unbedingt verlassen, man mufs daftbr 
sorgen, dafs man sie stets sicher controlliren kann, und am vortheil- 
haftesten ist es, die Anordnungen so zu treffen, dafs man die wich- 
tigeren Operationen, also die Einstellungen und Ablesungen selbst 
ausfllhrt. Im vorliegenden Falle läfst sich dieses sehr leicht errei- 
chen. Man braucht nur das Tableau zu beseitigen, und die Visir- 
latte so breit zu machen dafs sich eine deutliche Theilung dar- 
auf anbringen läfst, die man durch das Femrohr des Instrumentes 
unmittelbar ablesen kann. Dabei wirdi zugleich noch ein andrer, 
sehr wesentlicher Vortheil erreicht. Der Stab soll nämlich senk- 
recht gehalten werden, wenn man ihn, wie gewöhnlich geschieht, 
fiuf den Kopf eines vorher eingetriebenen Pfählchens aufstellt. Der 
Gehülfe bemerkt sehr bald, dafs der Feldmesser, der neben dem In- 
strumente steht, nur ein Urtheil darüber hat, ob der Stab nach der 
rechten oder der linken Seite geneigt ist, dafs er aber nicht wahr- 
nehmen kann, ob dieses auch in der ihm zugekehrten Richtung ge- 
schieht. Eine Zurechtweisung erfolgt also nur, wenn der Stab aus 
der durch das Instrument gelegten Vertical- Ebene sich auffallend 
entfernt. Um sich keinen Tadel zuzuziehn, stellt sich der Gehülfe 
hinter den Stab, und weder der Feldmesser, noch der Gehülfe be- 
merkt es, wenn in dieser Ebene der Stab nach vom oder nach hin- 
ten sehr bedeutend von der lothrechten Stellung abweicht, 
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Endlich mufs der Stab mit dem Tableau auch jedesmal umge- 
dreht werden, sobald man zur nächsten Station übergeht. Wenn 
die Köpfe jener Pfählchen nicht horizontale Ebenen bilden, so kann 
leicht der Stab, während er umgedreht wird, um einige Linien seine 
Höhe verändern. Wenn aber der Boden weich ist, also die Pfähl- 
chen nicht fest stehn, wie dieses in sumpfigen Wiesen häufig der 
Fall ist, so bleibt es zweifelhaft, ob nicht der Pfahl beim zweiten 
Aufstellen des Stabes tiefer eindringt, und sonach die Messung 
ein Ansteigen des Terrains ergiebt, das in der Wirklichkeit gar 
nicht statt findet. 

Alle diese Uebelstände lassen sich vollständig vermeiden, wenn 
die breite Latte auf beiden Seiten übereinstimmend eingetheilt und 
mit einer eisernen Spitze versehn ist, mit der sie jedesmal fest in 
den Boden eingestofsen wird. Man bedient sich dabei noch eines 
Lothes imd prüft nach diesem den vertikalen Stand in zwei verschie- 
denen Richtungen. Ob die Einstellung der Latte in dieser Beziehung 
mit hinreichender Genauigkeit erfolgt ist, untersucht der Feldmesser 
selbst, bevor er dagegen visirt, und wenn dieses geschehn ist, so 
darf Niemand die Latte berühren, oder sich derselben auch nur nä- 
hern, bis vom folgenden Stations- Punkte aus die Messung nach die- 
sem Punkte vollständig beendigt ist. Die Ablesung des Maafses 
an diesen Latten erfolgt aber durch das Fernrohr an der Libelle. 

Schon vor dreifsig Jahren machte ich auf die wesentlichen Vor- 
züge und die viel gröfsere Schärfe dieses Verfahrens aufmerksam*), 
welches ich bei ausgedehnten Nivellements lange Zeit hindurch an- 
gewendet und nicht nur sehr sicher, sondern auch überaus bequem 
gefunden hatte. Die alte Methode mit allen damit verbundenen 
. Mängeln ist jedoch bei uns noch immer die übliche, und nur aus- 
nahmsweise haben meine Vorschläge hin und wieder Eingang gefun- 
den. In neuster Zeit sind jedoch bei dem General -Nivellement, 
welches ganz Frankreich umfafst, die beweglichen Tableaus gar nicht 
mehr zur Anwendung gekommen und dafür die deutlich eingetheil- 
ten Visirlatten (mires parlantes) eingeführt, deren wesentliche Vorzüge 
in der Beschreibung dieses Unternehmens **) erwähnt sind. Viel- 
leicht giebt dieses ausländische Beispiel endlich auch bei uns Veran- 
lassung, die alte mangelhafte Methode zu verlassen. 

Wenn man indessen auch gegen Täuschungen und Fehler der 



*) In der ersten Aasgabe der Grandzüge der Wahrscheinlichkeits- Rechnung. 
Berlin 1837. 

**} Nivellement giniral de la France. Notes diverses^ par BourdahuS, Bourges 1864. 



J 



185 

erwähnten Art durch passende Anordnung der Apparate sich sichert, 
80 kann doch leicht eine Selbst-Täuschung eintreten, wenn man 
die Controlle unmittelbar nach der Messung und zwar un- 
ter ganz gleichen Umständen ausführt. Hiervon war bereits früher 
(§ 2)- die Rede. Wenn das MaaTs, welches man abgelesen hat, noch 
in frischem Gedächtnisse ist, so ist man bei der zweiten Messung 
nicht mehr unbefangen, sondern immer geneigt, eine Bestätigung der 
früheren zu finden. Ganz anders verhält es sich dagegen, wenn man 
das Instrument, nachdem man vor- und rückwärts visirt hat, etwas 
▼erstellt, und nunmehr an beiden Latten die Maalse wieder abliest. 
Nach diesen vorläufigen Bemerkungen mögen die beim Nivelliren 
vorkommenden Fehler näher untersucht, und zwar zunächst die ver- 
schiedenen Ursachen derselben mit beiläufiger Bestimmung ihres 
Einflusses ermittelt werden. Später wird von der Sicherheit, also 
von der Gröfse der wahrscheinlichen Fehler der verschiedenen 
Methoden die Rede sein. 



§ 42. 

Der wesentlichste Theil eines jeden Nivellir- Instrumentes be- 
steht in der Vorrichtung zur Bildung der horizontalen Abse- 
henslinie. Hierzu dient in der Regel eine Flüssigkeit. Letztere 
befindet sich bei den weniger genauen Instrumenten in einer hori- 
zontalen Röhre, deren beide Schenkel aufwärts gerichtet sind. Be- 
stehen diese aus Glas, so stellen die beiden Oberflächen in ihnen 
schon die horizontale Ebene dar, und man braucht nur neben den- 
selben zu visiren, um annähernd die horizontale Richtung zu erken- 
nen. Zuweilen läfst man auch in beiden Schenkeln Dioptern sqhwim- 
men, die zwar ein schärferes Visiren gestatten, wobei aber leicht 
andere Fehler eintreten. Die erste Vorrichtung ist die gewöhnliche 
Canalwaage, die zweite die Mercurialwaage, der man diese Be- 
nennung giebt, weil man, um das tiefe Eintauchen der Dioptern zu 
verhindern, die Rohre mit Quecksilber füllt. Bei genauem Instru- 
menten ist die Flüssigkeit in einer vollständig geschlossenen horizon- 
talen Glasröhre enthalten, die jedoch nicht ganz gefüllt ist. Es be- 
findet sich vielmehr darin eine Luftblase, die schon bei schwacher 
Aenderung der Neigung eine andre Stelle einnimmt, und daher viel 
sicherer die Richtung des damit verbundenen Femrohrs erkennen 
läfst. Dieses Instrument, welches mittelst einer Schraube horizontal 
gestellt wird, ist die Libelle mit Fernrohr. Aufserdem giebt 
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es noch Apparate, bei denen man die Alhidade oder das Femrohr 
frei aufhängt und in der Art mit Gewichten verbindet, dafs die Ab- 
sehenslinie sich horizontal richtet. Diese Vorrichtungen, obwohl zu 
annähernden Schätzungen sehr bequem, geben doch nicht die nöthige 
Genauigkeit, dais sie zu eigentlichen Nivellements benutzt werden 
könnten. 

Sehr zweckmäTsig ist die Anwendung von Flüssigkeiten, um 
horizontale Absehenslinien entweder unmittelbar oder mittelbar dar- 
zustellen. Man macht dabei freilich die Voraussetzung, dafs die 
Flüssigkeiten horizontale Oberflächen bilden^ also nicht etwa durch 
Reibung oder andre Umstände verhindert werden, der Kraft der 
Schwere vollständig zu folgen. Ob dieses in aller Schärfe der Fall 
ist, läfst sich nicht nachweisen, und man bemerkt in der That von 
den dicksten Massen, wie etwa kalter Pech, der aber dennoch sehr 
langsam seine Form verändert, bis zu Alkohol und Aether eine solche 
Abstufung in der Beweglichkeit, dafs man die Reibung oder Zähig- 
keit, die in dem ersteren sich augenscheinlich zu erkennen giebt, in 
gewissem Grade auch bei letzteren voraussetzen dürfte. Jedenfalls 
sind die Erfolge dieser Hindemisse in den besten Niveaus aber so 
geringfügig, dafs sie vergleichungsweise zu den übrigen unvermeid- 
lichen Fehlem nicht in Betracht kommen. 

Unter diesen Fehlem mögen diejenigen, die im Instrumente 
selbst und den zugehörigen Apparaten ihren Grund haben, zunächst 
untersucht werden. Das Nivellir- Instrument ist ungenau, insofern 
die Richtung der Absehenslinie von manchen Zufälligkeiten abhängt, 
und bei mehrmaliger Wiederholung der Beobachtung sich verändert. 
Unrichtig ist es, wenn jene Linie um einen gewissen constanten 
Winkel sich von der horizontalen entfernt, und undeutlich, wenn 
es das hinreichend scharfe Visiren nicht gestattet. Bei den Visir- 
stangen und Tableaus, die der Feldmesser gewöhnlich selbst eintheilt 
und bezeichnet, lälst sich die erforderliche Richtigkeit und Deutlich- 
keit leicht erreichen, es bleiben daher hier nur die Fehler der Un- 
genauigkeit übrig, und diese entspringen entweder aus dem schiefen 
Stande der Stäbe oder aus der zufalligen oder absichtlichen Ver- 
stellung der Tableaus, oder dem Ablesen des Maafses, oder endlich 
aus dem Eindrücken der Pföhlchen, auf welche man die Visirstäbe 
aufstellt. 



137 



§ 43. 

Bei den gewöhnlichen Canalwaagen kann man als Veran-' 
lassung zu ungenauen Messungen, nächst einer möglichen nicht 
hinreichend festen Aufstellung oder Sicherung gegen den Wind, 
wodurch Schwankungen verursacht werden, nur die Anziehung er- 
wähnen, welche die Röhren auf die Oberfläche des Wassers ausüben. 
Durch letztere bildet sich der breite dunkle Streif auf dem Wasser, 
der in Folge der Brechung der Lichtstrahlen die äufsere Fläche des 
Glas -Cy linders zu berühren scheint. Die Breite dieses Streifens 
vermindert sich nicht in möglichst dünnen Glasröhren, weil die 
Oberfläche des Wassers keineswegs von der ganzen Glasmasse, son- 
dern allein von der innem Oberfläche derselben angezogen und ge- 
hoben wird. 

Beim Gebrauche der Canalwaagen visirt man bekanntlich längs 
dieser Streifen in beiden Glasröhren und bestimmt dadurch die ho- 
rizontale Richtung. Bei gewissen Beleuchtungen sind indessen die 
Grenzen dieser Streifen nicht deutlich zu erkennen, und die Kunst 
des geübten Beobachters besteht darin, jedesmal gleiche Stellen an 
beiden Glasröhren zu treffen. Dieses ist um so schwieriger, als das 
Auge zugleich nach dem entfernten Tableau sehn mufs, wodurch 
eine Spannung hervorgebracht wird, die bald ermüdet. Man gewöhnt 
sich indessen leicht daran, vorzugsweise nur die entferntere Glasröhre 
und daß Tableau zu beachten, indem man die Lage des Auges ge- 
gen die nächste Röhre nicht verändert, und ein beiläufiger Blick 
auf dieselbe schon genügt, um sich zu überzeugen, dafs das Auge 
sich in der passenden Höhe wirklich befindet. Auch dadurch, dafs 
man von dem Instrumente etwas zurücktritt, wird das Visiren merk- 
lich erleichtert. Nichts desto weniger sind die Stellen, an denen man 
vorbeisehn mufs, keineswegs scharf markirt, die Breite der Streifen 
beträgt aber etwa 1^ Linien. Beginge man den Fehler, dafs man an 
einer Glasröhre die obere Grenze und an der andern die untere ge- 
troffen hätte, so würde dieses bei der Entfernung der Röhren von 
4 Fufs eine Abweichung der Visirlinie gegen die Horizontale von 
7 Minuten, oder auf 5 Ruthen Abstand von 1| Zoll veranlassen. Um 
soviel wird zwar kein vorsichtiger Beobachter irren, wenn aber der 
Fehler auf 10 Ruthen Länge die Grenze von 2,5 Linien nicht 
übersteigen soll, so ist dieses selbst bei grofser Aufmerksamkeit und 
Uebung mit diesem Instrumente wohl kaum zu erreichen. 

Das Vorhandensein von Luftblasen in der horizontalen Verbin- 
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dungsröhre veranlafst an sich keineswegs einen ungleichen Stand 
des Wassers in den beiden aufwärts gerichteten Schenkeln. Es ist 
jedoch nöthig, die Blasen durch Neigung der Röhre zu entfernen, 
bevor man die Messung beginnt, weil dieselben leicht während der 
letzteren austreten könnten, und dadurch nicht nur Schwankungen 
veranlassen, sondern auch beide Oberflächen etwas senken würden. 

Man hat an der Canalwaage zuweilen die Aenderung eingeftkhrt, 
dafs man nicht unmittelbar an den Glas-Cylindern visirt, sondern 
zwei Dioptern daran befestigt. Hierdurch verliert indessen das In* 
strument die einzige Eigenschaft, durch die es sich empfiehlt, näm- 
lich seine Einfachheit, die Einstellung erfordert alsdann auch mehr 
Zeit und der Vortheil ist unbedeutend, denn in dem Richten der 
Dioptern nach dem Wasserstande bleibt beinahe dieselbe Unsicher- 
heit, wie im unmittelbaren Visiren, und man kann die Dioptern nicht 
heben oder senken ohne Bewegungen zu veranlassen, die wieder 
neue Umstellungen erfordern. 

Was von der Beweglichkeit der Flüssigkeiten gesagt ist, findet 
auch auf die Mercurialwaage Anwendung. In derselben muis 
sich aber nicht nur das Quecksilber in beiden Schenkeln horizontal 
stellen, sondern es mufs auch zugleich die darauf schwimmenden 
Elfenbein- Würfel mit den Dioptern bewegen, die sich an die Wan- 
dungen anlehnen, und an denselben ohne Zweifel einige Reibung 
erfahren. Wenn man bei unveränderter Stellung dieses Instrumentes 
einen Würfel wiederholentlich herabdrückt und nach eingetretener 
Ruhe das Tableau einrichtet, so überzeugt man sich leicht, dafs die 
Genauigkeit der Mercurialwaage bedeutend geringer, als die der Ca- 
nalwaage ist. 

§ 44. 

In der Libelle äufsert sich die Anziehung des Glases auf die 
darin eingeschlofsne Flüssigkeit auf ähnliche Weise, wie in der Ca- 
nalwaage. Auch hier bemerkt man den erwähnten breiten Streif, doch 
ist derselbe, insofern das Auge in der Entfernung des deutlichen Sehens, 
und zwar in gleichem Abstände von beiden Enden der Lü ft blase, 
darüber gehalten wird, in seiner Begrenzung genau zu erkennen. 
Aufserdem wird durch die Anziehung des Glases die Blase an bei- 
den Enden abgerundet und erscheint daher um so schärfer begrenzt. 

Ist die Glasröhre an einer Seite weiter, als an der andern, so 
wird offenbar selbst wenn die innere Fläche der obem Glaswand 
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horizontal liegt, die Anziehung an der weiteren Seite geringer sein, 
also die Blase sich nach der entgegengesetzten bewegen. Dieser 
Umstand ist jedoch unter übrigens gleichen Verhältnissen nicht nach- 
theilig, denn es kommt nur darauf an, die Luftblase an diejenige 
Stelle zu bringen, welche der horizontalen Absehenslinie des Fem- 
rohrs entspricht. Der nachtheilige Einflufs einer Röhre von unglei- 
cher Weite tritt erst bei Temperatur -Veränderungen ein, indem als- 
dann wegen der Ausdehnung oder Verminderung des Volums der 
tropfbaren Flüssigkeit die Blase kürzer oder länger wird, und die 
beiderseitigen Begrenzungen derselben sich nicht mehr in gleicher 
Weise verändern. 

Die Libelle ist mit dem Femrohre fest verbunden und diese 
Verbindung wird mittelst Stellschrauben in der Art berichtigt, dafs 
die Luftblase gegen die beiderseitigen Theilstriche auf der Glasröhre 
sich gleich weit erstreckt, sobald die Absehenslinie des Fern- 
rohrs horizontal gerichtet ist. Indem nun dieselbe Bedingung auch 
bei eintretenden Temperatur -Veränderungen noch erftült werden soll, 
so mufs die Röhre gleiche Weite haben. Aufserdem ist es aber 
auch nothwendig, dafs schon bei geringen Abweichungen des Fem- 
rohrs die Luftblase ihre Stelle merklich verändert. Hieraus er- 
giebt sich dafs die Röhre im Innern und zwar an der obern Wand 
in ihrer Längeneinrichtung nach einem Kreisbogen ausgeschliffen 
sein mufs, oder dafs dieser Theil der Fläche einen der Länge nach 
kreisförmig gekrümmten Cylinder- Mantel darstellt. Der Mittelpunkt 
der Krümmung liegt senkrecht unter der Libelle. Entgegengesetz- 
ten Falles würde bei der geringsten Abweichung die Luftblase sich 
sogleich an das Ende der Röhre bewegen, und eine Einstellung der- 
selben würde unmöglich sein. Der gewählte Krümmungs- Halbmes- 
ser bedingt die Empfindlichkeit der Libelle, weil die verän- 
derte Stellung der Blase oder der Ausschlag augenscheinlich dem 
Producte aus der Neigung (im Bogen gemessen) in den Radius 
gleich ist. Es kommt daher darauf an, diesen Radius passend zu 
wählen, damit die Empfindlichkeit der Libelle der Schärfe des Fem- 
rohrs und dem Zwecke des Nivellements entspricht. Ist der Radius 
zu grofs angenommen, so wird das jedesmalige Einstellen erschwert» 
auch darf nicht unbemerkt bleiben, dafs geringe Unregelmäfsigkeiten 
in der Schleifting bei einem grofsen Radius viel nachtheiliger her- 
vortreten, als wenn man eine stärkere Krümmung angenommen hätte. 

Zur Genauigkeit dieses Nivellir- Instrumentes gehört femer, dafs 
das Fernrohr eine angemessene Vergröfserung hat und jedenfalls 
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acharfe und deutliche Bilder zeigt Die darin eingespannten Fäden 
müssen feine gerade Linien bilden, sich rechtwinklig durchschneiden 
und bei der richtigen Lage der Libelle horizontal und vertikal ge- 
richtet sein. Ferner muTs die Schraube, womit man das Femrohr 
mit der Libelle einstellt, mit feinen Gängen versehn und leicht be- 
weglich sein, ohne jedoch todte Gänge zu haben. Wie fein indes- 
sen diese Schraube auch geschnitten sein mag, so wird es bei einem 
Niveau von der nöthigen Empfindlichkeit doch nicht leicht gelingen, 
kleine Abweichungen im Stande der Luftblase unmittelbar zu besei- 
tigen, vielmehr mufs man sie dadurch aufzuheben suchen, dafs man 
die Schraube weiter dreht, als nöthig ist, und sie gleich darauf wie- 
der etwas zurückdreht. Die Bewegung die man darstellen soll, ist 
zu geringe, als dafs sie sich der Schraube geben liefse, wohl aber 
läist sie sich durch die Differenz zweier gröfseren entgegengesetzten 
Bewegungen einführen. Man erlangt leicht die nöthige Uebung, um 
in dieser Weise nach wenigen Versuchen die Luftblase zum scharfen 
Einspielen zu bringen, während dieselbe, wenn man sie unmittelbar 
einstellen wollte, abwechselnd nach der einen und der andern Seite 
ausschlagen würde. 

§45. 

Die aus der Unrichtigkeit der Niveaus entspringenden Feh- 
ler haben ihre Ursache in der Zusammensetzung des Instrumentes 
und hängen nicht mehr von zuföUigen Umständen ab. Wenn man 
daher die Beobachtungen unter gleichen äufsem Verhältnissen wie- 
derholt, so treten diese Fehler in gleichem Sinne stets wieder ein, 
man kann aber durch gewisse Vergleiche oder sonstige Prüfungen 
ihre Gröfse ermitteln, und sie sonach aus dem Resultate entfernen. 
Ein Fehler dieser Art ist beispielsweise in einem Winkelinstrumente 
der Collimations- Fehler, der bei jeder Messung dem abgelesenen 
Winkel zugesetzt, oder von demselben in Abzug gestellt werden 
mufs. 

Die Hülfsmittel , welche dem Künstler bei Anfertigung der In- 
strumente zu Gebote stehn, werden in der Regel von denjenigen an 
Schärfe übertroffen , die man später zur Prüfung der Richtigkeit an- 
wenden kann, auch treten meist gewisse Veränderungen mit der Zeit 
ein, so dafs eine solche Prüfung und Feststellung der Fehler vor 
dem Gebrauche jedes Instrumentes nothwendig ist. Für den aufinerk- 
samen Beobachter ist daher im Allgemeinen jedes Instrument mit 
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gewissen Fehlem behaftet, und dieselben lassen sich meist auch nicht 
vollständig beseitigen, wenn gleich Vorrichtungen zu diesem Zwecke 
angebracht sind, weil diese nicht mit derselben Schärfe, welche die 
spätere ControUe hat, in Wirksamkeit gesetzt werden können. Dazu 
kommt aber noch, dafs man vielfach sein Instrument nicht ver- 
ändern mag, so zum Beispiel wird kein Astronom den Pendel seiner 
ühr sogleich etwas verlängern oder verkürzen, wenn die Beobach- 
tungen zeigen, dafs die Uhr ein wenig vorgeht oder zurückbleibt. 
Die bei unverändertem Instrumente eintretenden Abweichungen ge- 
statten über ihre jedesmalige Gröfse auch ein sichereres ürtheil, und 
geben daher Gelegenheit, das Resultat vollständiger zu berichtigen, 
als wenn man das Instrument selbst jedesmal berichtigen wollte. 
Von den Fehlern dieser Art mufs stets Rechnung getragen werden, 
wenn man nicht, wie oft möglich ist, die Messungen so einrichtet, 
dafs diese Fehler den Einflufs auf das Resultat verlieren. 

Die Canalwaage giebt die Höhen -Unterschiede unrichtig an, 
wenn der eine der beiden Glas-Cylinder weiter ist, als der andre, 
und zwar geschieht dieses in zweifacher Weise. Zunächst soll der 
Horizont bei dem Vorwärts- und Rückwärts - Visiren unverändert 
bleiben. Dieses ist aber nicht der Fall, wenn bei dem Rückwärts- 
Einstellen die beiden ungleichen Cylinder nicht eben so weit geMlt 
bleiben, wie sie früher waren, was doch beinahe nie geschieht, weil 
auf die vertikale Stellung der Drehungs- Achse meist wenig Auf- 
merkamkeit verwendet wird. Hierauf kommt es auch in andrer Be- 
ziehung nicht an. Wenn aber der weitere Cylinder bei der Drehung 
etwas gesenkt oder gehoben wird, so stellt sich das gemeinschaftli- 
che Niveau etwas tiefer oder höher, als es früher war, weil die Was- 
sermenge, die in ihm eine gewisse Höhe darstellt, gröfser ist, als 
diejenige die in dem andern Cylinder dieselbe Senkung veranlafst. 
Der hieraus entspringende Fehler pflegt indessen nicht von Bedeu- 
tung zu sein, indem gemeinhin nur eine geringe Drehung erforder- 
lich ist. 

Wichtiger ist dagegen der Einflufs der Capillar-Attraction auf 
den Stand des Wassers in ungleich weiten Cylindern. Bei 
der Benetzung des Glases wird das darin enthaltene Wasser durch 
die Spannung seiner Oberfläche etwas gehoben, und diese Erhebung 
ist näherungsweise bei cylindrischen Röhren durch die Formel 

Ar «=2,567 
gegeben, wo r den inneren Radius der Röhre bedeutet, und sowohl 
h wie r in Rheinländischen Linien ausgedrückt sind. Hieraus fin- 
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det man fOr die nachstehenden Durchmesser oder lichten Weiten 
der Röhren die- folgenden Erhebungen 



lichte Weite 


Erhebaog 


6 Linien 


0,855 Linien 


7 - 


0,734 - 


8 - 


0,642 - 


9 - 


0,570 - 


10 - 

• 


0,513 - 


11 - 


0,467 - 


12 - 


0,428 - 


13 - 


0,395 - 


14 - 


0,367 - 


15 - 

1 


0,342 - 



Wenn demnach beispielsweise der eine Cylinder 10 und der andre 
12 Linien weit ist, so stellt sich das Niveau in dem ersteren um 

0,513 — 0,428 = 0,085 Linien 
höher, als in dem zweiten. Beträgt daher die Entfernung der bei- 
den Cylinder iFufs, so wird man im Abstände von 5 Ruthen aus 
diesem Grunde in der Bestimmung der Höhe einen Fehler von 1,275 
Linien begehn. Da man aber das Niveau beim Rückwärts -Visiren 
nicht umzudrehn pflegt, so mifst man in der 10 Ruthen langen Sta- 
tion auf der einen Seite die Höhe um diese Quantität zu hoch, und 
auf der andern um eben soviel zu niedrig. Der Fehler wird daher 
doppelt so grofs, oder 2,55 Linien, also über J Zoll. Kommt noch 
dazu, dafs der fiehülfe das Instrument in derselben Richtung wieder 
aufstellt, in der er es von der vorhergehenden Station abgehoben 
hatte, so dafs der engere Cylinder jedesmal nach vom oder nach 
hinten gerichtet bleibt, so wiederholt sich derselbe Fehler fortwäh- 
rend in gleichem Sinne und das Nivellement kann allein aus diesem 
Grunde schon unbrauchbar werden. 

Bei der Mercurial -Waage ist die Horizontale durch die auf 
dem Quecksilber schwimmenden Dioptern gegeben, augenscheinlich 
nimmt sie aber eine falsche Richtung an, wenn eine Diopter etwas 
tiefer sich stellt, als die andre. Dieses geschieht, wenn schon ur- 
sprünglich hierbei eine Unrichtigkeit statt fand, oder wenn später 
durch Vermehrung oder Verminderung des Gewichtes eine solche 
eintritt. Eine Vorrichtung zum Berichtigen der Dioptern fehlt aber, 
da man jede nicht dringend gebotene Mehrbelastung der Elfenbein- 
Würfel vermeiden mufs, weil diese sonst während sie auf dem Queck- 
silber schwimmen, die horizontale Stellung verlieren würden. Bei 
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diesem Instrumente ist es daher dringend geboten, jedesmal dieselbe 
Diopter dem Auge zuzukehren, also beim Rückwärts -Visiren das 
ganze Instrument umzudrehn. Alsdann treten in beiden Richtungen 
dieselben Fehler ein und heben sich sonach grofsentheils gegen- 
seitig auf. 

§ 46. 

Die Libelle mit dem Fernrohre pflegt immer mit den 
nöthigen Vorrichtungen zur Berichtigung versehn zu sein, wodurch 
die Constanten Fehler, wenn auch nicht ganz aufgehoben, doch we- 
nigstens sehr vermindert werden können. Das Verfahren bei die- 
ser Berichtigung, welches man gewöhnlich empfiehlt, 
und für welches die Instrumente auch eingerichtet zu sein pflegen, 
ist indessen keineswegs bequem und sicher. 

Auf das Fernrohr, welches mit der Libelle fest verbunden ist, 
sind meist zwei stärkere Ringe aufgelöthet, deren äufsere Flächen 
cylindrisch abgedreht sind, und welche gleiche Durchmesser haben. 
Diese Cylinder ruhen in zwei gleichen, gabelförmigen Lagern. In 
das Femrohr sind feine Fäden eingespannt, welche die Visirlinie 
bezeichnen. Gewöhnlich sind zwei dergleichen vorhanden, von denen 
der eine vertikal und der andre horizontal gerichtet ist. Diese Fä- 
den befinden sich an einen Ring befestigt, den man mittelst vier 
kleiner Schrauben im Fernrohr etwas verstellen kann. 

Das Verfahren bei der Prüfung und Berichtigung bezieht sich 
zunächst auf die Richtung der Visirlinie gegen die Achse des Fem- 
rohrs, oder vielmehr gegen die gemeinschaftliche Achse jener beiden 
Cylinder, auf denen das Femrohr ruht, und sodann auf die Stellung 
des Niveaus zu dieser Achse. ' 

Ob die Visirlinie des Femrohrs, also die Absehenslinie, welche 
durch den Kreuzpunkt der beiden Fäden gegeben ist, mit der 
Achse der beiden Cylinder übereinstimmt, ergiebt sich aus der Drehung 
des Femrohrs um seine Achse, während es auf beiden Lagem ruht. 
Man richtet das Femrohr so, dafs jener Kreuzpunkt einen recht 
scharf markirten Gegenstand trifft, und sieht nun zu, ob während 
der Drehung dieser Gegenstand fortwährend von dem Kreuzpunkte 
geschnitten wird, oder ob letzterer vergleichungsweise gegen ihn einen 
kleinen Kreis beschreibt. Im ersten Pialle befinden sich die Fäden 
an der richtigen Stelle, im zweiten dagegen nicht, und man mufs 
den erwähnten Ring, in welchen sie eingespannt sind, so verstellen, 
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dafs jene Bedingung erföllt wird. Diese Berichtigung ist aber sehr 
schwierig. Beim Drehn des Femrohrs bemerkt man zwar, in wel- 
cher Richtung die Verstellung erfolgen mufs, um welche Winkel 
aber die einzelnen Schrauben zu drehen sind, ist unbekannt, daher 
wird bei dem ersten Versuche keineswegs der beabsichtigte Zweck 
erreicht, vielmehr ergiebt sich beim Wiedereinlegen und Drehen des 
Femrohrs, dafs man entweder die Fäden noch nicht genügend ver- 
stellt, oder sie bereits über die beabsichtigte Stelle hinaus verscho- 
ben hat. Es sind also vielfache Versuche nothwendig, bis endlich 
die Verbesserung vollständig, oder doch wenigstens sehr nahe er- 
reicht ist. 

Jeder dieser Versuche ist zeitraubend und erfordert auch einige 
Handfertigkeit. Es genügt nämlich keineswegs, eine Schraube an- 
zuziehn, sondern man mufs auch die gegenüberstehende zuvor etwas 
gelöst haben, und selbst die beiden andern, senkrecht gegen diese 
gekehrten Schrauben dürfen nicht so fest angezogen sein, dafs sie 
die Verstellung des Ringes in der ersten Richtung verhindern. Hat 
man endlich das Kreuz in solche Lage gebracht dafs es beim Dre- 
hen des Rohrs stets denselben Punkt deckt, so müssen noch die 
sämmtlichen vier Schrauben fest gestellt werden, um jede spätere 
zufällige Verrückung des Ringes zu verhindern. Hierbei treten aber 
sehr leicht wieder auffallende Aenderungen ein, die aufs Neue auf- 
gehoben werden müssen. Diese ganze Operation wird noch wesent- 
lich dadurch erschwert, dafs der erwähnte Ring in der Ocular- Röhre 
sich befindet, und die Schrauben durch die folgende Röhre, die mit 
der des Objectives verbunden ist, überdeckt werden. Man mufs 
also jedesmal die Ocular-Röhre wenigstens etwas ausschieben, und 
bei manchen Instrumenten sogar vollständig abschrauben, bevor man 
zu den Köpfen der erwähnten vier kleinen Stellschrauben gelangt. 

Die vorstehend beschriebene Berichtigung bietet hiemach so 
viele Schwierigkeiten, dafs sie dem Feldmesser wohl nicht leicht ge- 
lingen dürfte, wenn er nicht Geschicklichkeit imd Uebung in me- 
chanischen Arbeiten besitzt. Gemeinhin pflegt er sich auch nicht 
hiermit zu befassen, sondern überläfst die richtige Einstellung des 
Fadenkreuzes dem Mechaniker, sobald er bemerkt, dafs der Durch- 
schnitt der Fäden auffallend von der Drehungs- Achse abweicht. 

Hierbei kommt indessen noch ein andrer Umstand in Betracht. 
Die Fäden verdecken nämlich einen Theil des Gesichtsfeldes, und 
namentlich thut dieses der Durchschnittspunkt beider Fäden, woher 
man denselben nicht leicht zum Visiren benutzt. Damit die Fäden 
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aber nicht reifsen oder schlaff werden, wfihlt man in den Nivellir- 
Instrumenten dazu häufig Metallfäden, die unter der Yergröfserung 
des Oculars eine bedeutende Dicke haben, also vielleicht ganze Zolle 
▼erdecken. Gewöhnlich sind auf den Tableaus vier Quadrate dar- 
gestellt, nämlich zwei schwarze und zwei weifse, deren Seiten hori- 
zontal imd vertikal gerichtet sind. Sie werden so eingestellt, dafs 
zwei Quadrate über, und zwei unter dem Faden sich befinden, wenn 
jedoch der dicke Faden die Durchschnittslinie verdeckt, so hat man 
gar kein Urtheil über die richtige Einstellung imd es bleibt nur 
übrig, wie auch gewöhnlich geschieht, das Tableau soweit heben 
oder senken zu lassen, bis der untere Rand des obem weifsen Qua- 
drates unter, oder der obere Rand des untern so eben über dem 
Faden sichtbar wird. In dieser Art läfst sich mit gröfserer Schärfe 
die Einstellung machen, aber alsdann weicht die Richtung der Visir- 
linie von der durch das Fadenkreuz gezogenen ab und die beschrie- 
bene Berichtigung wird illusorisch. 

Der letzte Uebelstand läfst sich wesentlich vermindern, wenn 
man feine Spinnenfäden benutzt, die jedoch wenig dauerhaft sind, 
und daher nur angewendet werden dürfen, wenn der Feldmesser 
selbst im Stande ist, neue einzuziehn. Ein anderes Auskunflsmittel, 
das bei astronomischen Instrumenten oft angewendet wird, besteht 
darin, dafs man zwei Parallel -Fäden sehr nahe neben einander ein- 
spannt, und die Yisirlinie durch die Mitte des kleinen Intervalles 
bestimmt wird. Durch passende Bezeichnung der Tableaus lassen 
sich indessen auch stärkere Fäden zur scharfen Beurtheilung der 
Höhenlage benutzen. Das quadratische Tableau vrird nämlich in 
derselben Art, wie die im Folgenden beschriebene kleine Marke 
durch zwei Diagonalen in vier Dreiecke eingetheilt. Die mit den 
Spitzen nach oben und nach imten gekehrten färbt man schwarz, 
die beiden Seiten -Dreiecke dagegen weils. Alsdann läfst sich sehr 
genau auf den letzten beiden erkennen, ob der dunkle Horizontal- 
Faden, wenn er auch die Spitzen der Dreiecke vollständig überdeckt^ 
mit seiner Mittellinie in diese Spitzen fällt. Der Faden zerschneidet 
nämlich die Seiten -Dreiecke in jzwei obere und zwei untere, und 
diese vrie jene müssen mit ihren innern Ecken sich gleich weit ein- 
ander nähern, wenn das Tableau gegen den Faden die richtige 
Höhe hat. 

Noch schwieriger ist die Berichtigung der Libelle. Die 
dabei zu stellende Bedingung ist zwar sehr einfach, nämlich die 
darin befindliche Luftblase soll dieselbe Stelle einnehmen, wenn man 
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das Femrohr aushebt und es verkehrt wieder einlegt, so dafs die 
erwähnten cylindrischen Ringe am Femrohre gegen die gabelförmigen 
Lager, auf denen sie ruhn, verwechselt werden. Das Femrohr mit 
der Libelle wird zu diesem Zwecke zunächst durch die an der einen 
Gabel befindliche Stellschraube soweit gehoben oder gesenkt, bis die 
Luftblase die passende Stelle in der Röhre einnimmt, alsdann legt 
man das Fernrohr um, und aus der Richtung, in welcher die Blase 
nunmehr ihre Stelle verändert, ergiebt sich leicht, in welcher Art 
die Verbindung zwischen der Libelle und dem Femrohre einer Ver- 
besserung bedarf. Die Berichtigung der Libelle mufs indessen nur 
die Hälfte des Ausschlages der Blase aufheben, während die andre 
Hälfte durch die veränderte Stellung der Gabel zu beseitigen ist. 
Es bedarf wieder vielfacher Versuche, bevor man hiermit annähernd 
zu Stande kommt, bei empfindlichen Libellen gelingt es aber nie- 
mals vollständig. Es kommt nämlich darauf an, dafs während des 
Umlegens die Lager genau ihren firühem Stand behalten, also gar 
keinjs Bewegung oder Erschütterung im Instrumente eintritt, die bei 
der nothwendigen leichten Beschaffenheit des Stativs sehr schwer 
zu vermeiden ist. Wie vorsichtig man dabei auch zu Werke gehn 
mag, so wird jedesmal eine geringe Aenderung eintreten, die bei 
einer empfindlichen Libelle sich schon zu erkennen giebt. Das Ge- 
wicht der letzteren mit dem des Femrohres ist vergleichungsweise 
zu dem des übrigen Theiles des Instrumentes schon zu bedeutend, 
als dafs dieses sich nicht verstellen sollte, wenn jene Theile abge- 
hoben und wieder aufgelegt werden. Man kann sich hiervon leicht 
überzeugen, wenn man mit möglichster Vorsicht das Femrohr ab- 
hebt, imd es unmittelbar darauf in derselben Richtung wieder einlegt. 
Es ist mir nie geglückt, alsdann wieder die frühere Stellung der Luft- 
blase zu erhalten, sie zog sich jedesmal, wenn auch nur wenig, so 
doch schon merklich, nach der einen oder der andern Seite. Wollte 
man dabei aber noch die üeberwürfe über die gabelförmigen Lager 
bringen und feststellen, so würde der Ausschlag übermäfsig grofs 
ausfallen. 

Die Methode der Berichtigung, deren ich mich bedient habe, 
läfst sich mit gröfserer Schärfe und weniger Mühe ausftihren. 
Sie beruht darauf, dafs man in deijenigen Entfernung, in welcher 
man nach Maafsgabe der Vergröfserung und Deutlichkeit des Fem- 
rohrs gewöhnlich zu visiren pflegt, einen Punkt bezeichnet, der mit 
der Ocular-Oeffiiung des nahe richtig eingestellten Femrohrs in 
gleicher Höhe sich befindet. Am leichtesten geschieht dieses, wenn 
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man das Instrument über dem Rande eiAer Wasserfläche auf- 
stellt, so dafs das Ocular sich schon lothrecht darüber befindet. In 
der erwähnten Entfernung und zwar gleichfalls bereits in das Was- 
ser wird ein Stab senkrecht eingestellt. Nach letzterem richtet man 
das Femrohr und stellt es nach der Libelle, wenn dieselbe auch 
noch nicht vollständig berichtet ist, horizontal. Nunmehr nimmt 
man einen dünnen und unten zugespitzten Stab, hält denselben un- 
mittelbar an die Ocular -Oeffnung^ indem man das Femrohr leise 
berührt, und senkt den Stab soweit^ bis er die Oberfläche des Was- 
sers triffi;. Letzteres läTst sich sehr genau erkennen, denn sobald 
die Berührang erfolgt, so hebt sich die Oberfläche neben der Spitze 
imd die Spiegelung verändert sich sehr auffallend. Die Stelle am 
Stabe, welche in die Höhe der Mitte der Ocular -Oeffnung tri©;, 
bezeichnet man durch einen Strich mit Blei. Alsdann befestigt man 

mittelst Nadeln an den erwähnten Stab im Was- 
ser eine etwa 3 Zoll hohe Marke von Papier die 
in der nebenstehenden Art bezeichnet ist. Man 
bedient sich dabei wieder desselben leichten zu- 
gespitzten Stabes, der eben so, wie das erste mal 
mit der Oberfläche des Wassers in Berührung ge- 
bracht wird, und an dem jener Strich die Höhe 
fbr den Mittelpunkt der Marke bezeichnet. Dieser Mittelpunkt be- 
findet sich also in der Höhe des Oculars, und wenn man das Fem- 
rohr nach ihm richtet, so hat es die horizontale Stellung eingenom- 
men, und man darf nur die Libelle mittelst der Schrauben so ändern, 
dafs sie nunmehr auch genau einspielt. Sollte das Fernrohr bei 
dieser Operation sich etwas verstellen, so kann man es immer leicht 
gegen die feste Marke wieder einrichten. 

Bei dem Einstellen des Femrohrs nach der Marke ändert sich 
freilich seine Richtung gegen den Horizont und sonach hebt oder 
senkt sich auch die Ocularöffiiung, so dafs sie nicht mehr mit jener 
Marke in gleicher Höhe bleibt. Diese Aenderang ist indessen, wenn 
es sich nur um kleine Berichtigungen handelt, wie solche während 
der Arbeit vorkommen, so unbedeutend, dafs sie nur wenige Hun- 
derttheile eines Zolles zu betragen pflegt, also ohne Einfluls ist. 
Sollte aber zufällig die Libelle eine sehr abweichende Lage ange- 
nommen haben, so mufs man nach der ersten Berichtigung und Ein- 
stellung die Höhe des Oculars nochmals auf die Marke übertragen 
und nunmehr die Berichtigung vervollständigen. Die Einstellung 
des Femrohrs ist mit grofser Schärfe auszuführen, indem man an 
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dem erwSliDten Yortreten der Spitzen der Seitendreiecke über und 
unter dem horizontalen Faden mit Sicherheit wahrnehmen kann, ob 
die Mittellinie des Fadens die gemeinschaftliche Spitze d^ beiden 
schwarzen Dreiecke trifit. Auch alle übrigen Theile der Operation 
haben solche Schärfe, dafs in der Berichtigung ein Fehler von 0,1 Zoll 
für die gewählte Entfernung nicht vorkommen kann. Bedingung ist 
es dabei aber, dafs stehendes Wasser und zwar im Zustande voller 
Kühe vorhanden ist. Schon bei mäfsigem Winde gelingt diese Ope- 
ration nicht mehr, und man mufs vollends darauf verzichten, wenn 
kein kleiner See oder Teich in der Nähe ist. Alsdann wählt man 
das folgende Verfahren, welches etwas zeitraubender, aber beinahe 
eben so sicher ist. 

Man stellt die beiden eingetheilten Visirlatten, von denen später 
die Rede sein wird, lothrecht und wieder in derselben Entfernung 
von eiüander auf, in der man beim Nivelliren zu visiren pflegt. Hier- 
auf bringt man das Instrument seitwärts neben die eine der beiden 
Latten, so dafs die Ocular-Oeffnung ein wenig vor diejenige einge- 
theilte Fläche vortritt, die der andern Latte zugekehrt ist. Durch 
Anhalten eines kleinen Lineals kann man alsdann die Höhe des Mit- 
telpunktes der Ocular-Oeffnung an der Latte ablesen, nachdem das 
Fernrohr gegen die zweite Latte gerichtet und die Libelle zum Ein- 
spielen gebracht ist. Die Höhe des Oculars an der Latte A sei 




gleich g und man lese durch das so gestellte Fernrohr an der Latte B 
die Höhe y ab. Alsdann stellt man das Instrument in gleicher 
Weise an die Latte B und visirt nachdem die Libelle gerichtet ist, 
zurück nach A. Hier lese man die Höhe ß ab, während an der 
Latte B die Ocular-Oeffnung sich in der Höhe 6 befindet Indem 
nun bei der unveränderten Lage der Libelle .gegen das Fernrohr 
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die Linie gy unter demselben Winkel g^en den Horizont geneigt 
ist, wie b/9, so bilden sich zwei gleichschenklige Dreiecke ^ und der 
Punkt J (fl' H- /?) an der Latte A liegt in gleicher Höhe mit \(y+b) 
an der* Latte £. Wenn man von diesen beiden Höhen ^(;^ + 6) ab- 
zieht, so bestimmt sich der Punkt c an der Latte A^ der mit b oder 
dem Ocular des Instrumentes bei seiner letzten Aufstellung in glei- 
cher Höhe liegt. Das Maafs für den Punkt c ist nämlich 

U9 + ß-b-r) 

dieses Maafs bezeichnet man auf A durch jene Papiermarke. Auf 
letztere wird das Femrohr von b aus gerichtet und die Libelle so- 
weit verstellt, dafs sie bei dieser Rio^ung des Femrohrs einspielt. 

§ 47. 

Was die Krümmung der Erde und die Strahlenbrechimg be- 
trifil, so läfst sich der Einflufs derselben leicht nachweisen. Milst 
man die Elevation eines entfernten Gegenstandes , z. B. eines hohen 
Thurmes, mittelst eines Vertical-Kreises, so ist der Winkel zwischen 
der Spitze des Thurmes und dem Horizont nicht deijenige, der mit 
dem Abstände multiplicirt die ganze Höhe über dem Instrumente 
angiebt, vielmehr mufs diesev Winkel, der gleich h sei, noch in zwei- 
facher Beziehung verbessert werden« Zuerst liegt wegen der Krüm- 
mung der Erde ein Theil des Thurmes unter dem Horizont des 
Instrumentes. Der dazu gehörige Winkel ist ein Chordo- Tangenten- 
winkel des gröfsten Kreises, der auf der Erdoberfläche zwischen 
beiden Punkten gezogen ist, und dieser Winkel ist bekanntlich gleich 
dem halben Centri -Winkel, also }qp. Der gemessne Elevations- Win- 
kel h mufs daher um ^q> vergröfsert werden. 

Sodann ist die Strahlenbrechung zu berücksichtigen. Indem 
der Lichtstrahl von dem höheren beobachteten Punkte nach dem 
tiefer stehenden Instrumente aus den dünneren Luftschichten in die 
dichteren übergeht, so wird er gebrochen imd krümmt sich nähe- 
rungsweise nach einem Kreisbogen, dessen Badius das Sechs&che 
des Erdradius mifst. Die concave Seite des Strahles liegt wieder 
abwärts, und es tritt sonach derselbe Fall ein, als wenn man auf 
einer Kugel, deren Radius das Sechsfache des Erdradius ist, zwischen 
denselben Punkten gemessen hätte. Der betreffende Centri -Winkel 
ist also gleich ^(pj oder der Chordo -Tangentenwinkel {^(p. Dieser 
Winkel muls aber von dem ersten abgezogen werden, weil er wegen 
der Krümmung des Strahles die Elevation vergröfsert 
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Der wahre Höhenwinkel, der mit der Entfernung multiplicirt 
die richtige Erhebung darstellt, ist also 

Bezeichnet H diese Erhebung, D den Abstand des Instrumentes von 
dem gemefsnen Gegenstande und r den Erdradius, so ist 

aber 

D 

^ r 
also 

Indem man beim gewöhnlichen Nivelliren keine Elevations -Win- 
kel müst, yielmehr horizontal visirt, so ist AasO, und man hat 



ir= * 



r 

Der Erdradius r milst im mittleren Breitengrade 1690500 Bheinlän- 
dische Buthen, wenn daher alle Gröfsen in diesem Maaise ausge* 
drückt werden, so folgt 

JJ=: 0,000 000 24648.1)* 

oder wenn H in Zollen, D dagegen in Buthen gemessen wird 

ir= 0,000 0355.1)« 

EBemach kann man die Cdrrection H wegen Krümmung der Erde 
und Strahlenbrechung leicht berechnen, wenn die Entfernung D be- 
kannt ist. Man findet darnach 

für D= 10 Buthen ir= 0,003 Zoll 

= 20 . =0,014 - 

= 30 - =0,032 - 

= 40 - =0,057 - 

= 50 - —0,089 - 

= 60 - =0,128 - 

= 70 - =0,174 - 

= 80 - =0,227 - 

= 90 - —0,287 . 

= 100 . =0,355 - 

Es ergiebt sich hieraus dafs man bei geringen Entfernungen, 
wenn dieselben auch verschieden sind, keine Correction wegen Krüm- 
mung der Erde und Strahlenbrechung anzubringen braucht, dieses 
yielmehr nur bei bessern Nivellir- Inatrumenten in dem Falle erfor* 
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derlich wird, wenn man - gezwungen ist, das Instrument viel nfther 
an die eine, als an die andre Latte zu stellen. Die erwähnte Cor- 
rection ist zwar auch nicht ganz sicher, insofern die Strahlenbrechung 
nicht constant ist, sondern nach Maafsgabe der Witterung gröfsere 
oder kleinere Werthe annimmt, doch dürfte beim eigentlichen Nivel- 
liren, wo die Entfernungen immer sehr mäfsig bleiben, in dieser Be- 
ziehung kein merklicher Fehler zu besorgen sein, sobald die vorste- 
hende Berichtigung eingeführt wird. 

Nichts desto weniger muTs man die Aufstellung der Latten in 
sehr verschiedenen Abständen doch immer möglichst vermeiden, weil 
dabei auch die Fehler wegen unvollständiger Berichtigung der Libelle 
in Betracht kommen. Zuweüen sieht man sich indessen dazu ge- 
zwungen, namentlich wenn man eine steüe Anhöhe ersteigt, oder 
von derselben herabgeht, weü die Latte höher ist, als das Doppelte 
der Höhe des Instrumentes, und man um gar zu kurze Stationen 
zu vermeiden das Instrument von der tiefer stehenden Latte so weit 
entfernt, dais ihr oberes Ende noch von der Visirlinie getroffen wird. 
AuTserdem ihuTs man auch wenn die Richtung des Kivellements- Zu- 
ges nahe mit der der Sonnenstrahlen und zwar bei niedrigem Stande 
der Sonne zusammenfällt, beim Visiren gegen die letztere sehr kurze 
Entfernungen wählen, weil die MaaTse undeutlich werden. Wieder- 
holt sich diese ungleiche Aufstellung der Stäbe vielfach und zwar 
immer in gleichem Sinne, so darf man nicht unterlassen, die erwähn- 
ten Correctionen einzufbhren. 

Ist das Instrument so berichtigt worden, daTs die Visirlinie ho- 
rizontal liegt, so mifst man an jeder Latte die Höhe zu grofs, und 
die Differenz beider abgelesenen Höhen ist daher um die Differenz 
beider Correctionen zu verbessern. Wenn dagegen die Berichtigung 
nach der vorstehend beschriebenen Methode statt gefunden hat, so 
findet fbr die dabei gewählte Entfernung keine Correction statt, wohl 
aber für eine geripgere Entfernung eine positive, und fiir eine gröfsere 
eine negative. Das Instrument sei auf den Abstand von 40 Ruthen 
berichtigt, so wird bei einem Abstände der Latte von nur 20 Ruthen 
die abgelesene Höhe um 0,057 — 0,014 = 0,043 Zoll vergröfsert 
werden müssen, und wenn die andre Latte 60 Ruthen entfernt ist, 
so mufs die Höhe an dieser um 0,128 — 0,057 = 0,071 Zoll vermin 
dert werden. Die Correction in Bezug der beiden Latten ist also 
gleich der Summe beider partiellen Correctionen oder 0,114 Zoll. 
Im andern Falle, wenn das Instrument beim Einspielen der Libelle 
eine horizontale Visirlinie giebt, ist ftbr dieselben Entfernungen diß 
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ganze Correction gleich der Differenz derer, die sich auf 20 bis 60 
Ruthen beziehn, also 0,128 — 0,014 also eben so grols, wie firüher, 
oder wieder 0,114 Zoll. 

§48. 

Als dritte Fehler -Ursache beim Nivelliren muTs die Undeut- 
lichkeit des Bildes angefahrt werden. Dieselbe darf man jedoch 
nur in dem Falle dem Instrument beimessen, wenn dieses mit einem 
Femrohr versehn ist, sonst liegt sie in der Unvollkommenheit des 
menschlichen Auges. In geringen Distanzen veranlafst sie keine be- 
deutenden Fehler, doch werden diese bei weiteren Abst&nden sehr 
grofs und können alsdann sogar alle sonstigen Fehler überwiegen. 
Das deutliche Sehn bedingt daher vorzugsweise die Länge der 
Nivellir-Stationen. 

Der Beobachter muls untersuchen, in welcher Entfernung er 
mit seinem Femrohre die gewählte Eintheilung der Visirlatten noch 
deutlich erkennen kann. Dabei sind aber manche äu&ere Umstände 
zu berücksichtigen, von denen zum Theil bereits die Bede war. 
Dahin gehört das Blenden des Sonnenlichtes, wenn man bei niedri- 
gem Stande der Sonne nahe gegen dieselbe visirt Es empfiehlt sich 
alsdann, von der geraden Richtung abzuweichen und den Nivelle- 
m^ts-Zug im Zickzack zu föhren, so dafe die einzelnen Linien etwa 
unter einem halben rechten Winkel von der Hauptrichtung abweichen. 
Dabei lassen sich die auf beiden Seiten eingetheilten Latten noch 
so stellen, dafs man vor-, wie rückwärts die Höhen daran ablesen 
kann. Hierdurch wird vermieden, dafs die Entfernungen sehr ver- 
schieden sind, und dieses ist auch in Betreff der Deutlichkeit sehr 
wichtig. Man hat nämlich die Ocular-Röhre so weit ausgezogen, 
dafs das Bild in derjenigen Entfemung, in welcher man gewöhnlich 
mifst, die gröfste Schärfe hat In bedeutend gröfserer Nähe ver- 
schwindet diese Schärfe aber so sehr, dafs ohnerachtet der Nähe, 
die Ablesung weniger genau wird. Das weitere Ausziehn der Ocu- 
lar-Röhre mufs man aber vermeiden, weil dadurch die Absehens- 
Linie, für welche die Libelle eingestellt ist, leicht verändert werden 
könnte. 

Die Deutlichkeit des Bildes leidet femer wenn das Objectiv- 
Glas von der Sonne beschienen wird, und dieses vermeidet man 
durch eine leichte Aufsatzröhre, die einige Zolle weit über das Fern- 
rohr hinaustritt, und die man nöthigen Falls aus einem Blättohen 
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steifen Papiers darstellt. Diese Bohre gewährt noch den Vortheil^ 
dafs bei schwachem Regen, wobei die Arbeit noch fortgesetzt wer^ 
den kann, die Tropfen nicht auf das Objectiv fallen, und die Deut* 
lichkeit vollends aufheben. 

Hierbei wäre auch noch zu erwähnen dafs es bei niedrigem 
Stande der Sonne sich zuweilen ereignet, dafs das Licht von der 
mit Oelfarbe angestrichenen Latte gerade nach dem Instrumente re- 
flectirt wird, und man alsdann die Eintheilung nicht mehr erkennen 
kann. Durch passende Stellung der Latten, die etwas gedreht wer- 
den, läfst sich dieses freilich leicht vermeiden, nachdem aber bereits 
die Höhe an der Latte in der vorgehenden Station abgelesen ist, darf 
keine Veränderung in ihrer SteUung vorgenommen werden, und als- 
dann bleibt nur übrig, die Latte künstlich zu beschatten, indem der 
Gehülfe mit einem belaubten Zweige, oder in andrer Weise das 
Sonnenlicht abhält. 



§ 49. 

Es bleiben noch die Fehler zu untersuchen, die beim Aufstellen 
der Visirstäbe und beim Richten der Tableaus vorkommen 
können. Stehn die Stäbe oder Latten nicht senkrecht^ so wird an 
denselben die Höhe jedesmal gröfser gemessen, als sie wirklich ist. 
In ebenem Terrain heben sich diese Fehler theilweise auf, weil man 
jedesmal ungefähr in derselben !Höhe der Latten das Maafs abliest. 
Wird dagegen eine Anhöhe hinauf nivellirt, so hat die schiefe Stel- 
lung der hintern Latte gröfsern Einflufs auf das Resultat, als die der 
vordem, weil das abgelesene Maafs ein längeres ist. Eine Ausglei- 
chung kann daher in diesem Falle nicht mehr statt finden. Die Fehler, 
die immer in demselben Sinne vorkommen, summiren sich, und man 
findet die Anhöhe höher, als sie wirklich ist. Dazu kommt noch, 
dafs man auf unebenem Terrain, wo der Horizont nicht fi:ei ist, durch 
bloüsen Augenschein den lothrechten Stand der Latte nicht beurtheilen 
kann und in der Schätzung desselben leicht um 15 Grade sich irrt. 
Wenn der Fehler durchschnittlich aber auch nur 10 Grade beträgt, 
also die Höhen im Verhältnifs von 1 : cos 10® zu grofs abgelesen wer- 
den, so giebt dieses schon einen Fehler von 1 Fufs auf 65 Fufs 
Höhe. 

Wenn die Latte nicht in den Boden fest eingestoisen, sondern 
nur auf ein Ffählchen aufgestellt und mit der Hand gehalten 
wird, so pflegt, wie schon oben bemerkt wurde, ihr lothrechter Stand 
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nur in soweit beurtheilt zu werden, dafs sie nicht stark aus der vom 
Instrumente aus durch sie gelegten Vertical-Ebene abweicht, während 
ihre Abweichung in dieser Ebene ganz unbeachtet bleibt. Zuweilen 
wählt der Feldmesser die Glasröhren seiner Canalwaage zur Norm 
und. hält mit der strengsten Gewissenhaftigkeit darauf, dafs der Visir- 
stab in der Ebene gehalten wird, in der die Glasröhren stehen, ohne 
sich irgend davon zu überzeugen, daüs dieses wirklich eine Vertical- 
Ebene ist. 

Bei den lose aufstehenden Latten wflrde eine kleine daran be- 
festigte Dosen-Libelle wohl der bequemste Apparat zur ControUe in 
dieser Beziehung sein, wie Bourdalouö davon auch in der That Ge- 
brauch gemacht hat. Der Beobachter kann aber während des Visi- 
rens nicht beurtheilen, ob der Gehülfe alsdann den Stab richtig hält, 
und sonach wird hierdurch keineswegs eine^ gröisere Sicherheit er- 
reicht. 

Die feste Aufstellung der Latten ist zur Sicherung gegen 
au£fallende Fehler dringend geboten. Alsdann läfst sich sehr bequem 
ein Loth benutzen, welches der Arbeiter bei sich fbhrt, und an wel- 
chem er nach dem jedesmaligen Einstellen in einer und der andern 
Richtung den Stand beurtheilen und verbessern kann. Durch das- 
selbe Mittel prüft aber auch der Beobachter die richtige Aufstellung 
jeder Latte. 

Das Aufsetzen des Visirstabes auf den Kopf eines vorher 
eingeschlagenen kleinen Pfählchens, wie dieses gewöhnlich ge- 
schieht, ist noch insofern unsicher, als ein solcher Kopf keine hori- 
zontale Ebene bildet, also der Stab bei dem Visiren von der einen 
Seite leicht etwas höher steht, als wenn von der andern Seite dagegen 
visirt wird. Die hieraus entspringenden Fehler sind indessen im All- 
gemeinen nur geringe , und heben sich auch gegenseitig zum Theil 
auf, da sie eben sowol positiv, wie negativ sein können. Dabei kommt 
aber noch die Frage in Betracht, ob der Pfahl auch feststeht, und» 
nicht vielleicht durch das Gewicht der 10 bis 12 Fuis hohen Stange 
mit dem Tableau herabgedrüc^ wird. Namentlich in sumpfigem 
Wiesengrunde ist dieses sehr zu besorgen, und der Feldmesser pflegt 
alsdann auch wohl die Arbeiter anzuweisen, dafs sie den Stab recht 
sanft aufstellen. Erfolgt dabei ein Eindrücken, so ist dasselbe zwar 
ohne Nachtheil, so lange noch nicht gegen den darauf stehenden 
Stab nivellirt ist, doch kann es auch später geschehn, namentlich 
beim umwenden des Stabes, indem das Tableau nach der andern 
Seite gekehrt wird. Die hierdurch venwlaisten Fehler treten jedesmal 
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in demselben Sinne ein, summiren sich also, und das Nivellement 
zeigt ein dauerndes Ansteigen, weil die Latten während der Messung 
sich stets senkten. 

Was die Table aus betrifil, so werden dieselben nicht leicht so 
scharf eingestellt, wie man mit dem Femrohre selbst die Theilung able- 
sen könnte. Von den sehr grofsen Fehlern, die der Gehülfe aber be- 
gehn kann, wenn er die Einstellung nicht richtig macht, oder die Ta- 
bleaus verstellt, bevor der Feldmesser die Höhen abgelesen hat, war 
schon oben (§ 41) die Rede. Auch wurde mitgetheilt (§ 46), dafs es sich 
mehr empfiehlt auf das Tableau vier Dreiecke, als vier Quadrate zu 
zeichnen, weil im ersten Falle die Höhe des Punktes, in welchem 
die vier Spitzen der Dreiecke liegen, sich sicherer erkennen läfst. 

§50. 

Sehr wichtig ist die Frage, wie grofs der wahrscheinliche 
Fehler eines Nivellements ist, oder mit welcher Wahrscheinlichkeit 
man erwarten darf, dafs der dabei begangene Fehler die erlaubte 
Grenze nicht überschreitet. Im Allgemeinen lafst sich hierauf keine 
Antwort' geben. Welches Instrument man auch anwenden mag, so 
wird die Sicherheit des Resultates jedesmal vorzugsweise von der 
Sorgfalt und Uebung des Beobachters abhängen. Setzt man diese 
voraus, und nimmt zugleich an, dafs die Gehülfen zuverlässige Leute 
sind, die keine absichtlichen Täuschungen einfähren, auch beim Auf- 
stellen der Visirstäbe hinreichende Uebung haben, um gröfsere Fehler 
zu vermeiden, so läfst sich die Wahrscheinlichkeit der mit verschie- 
denen Instrumenten erhaltenen Resultate ungefähr beurtheilen. Von 
der Mercurial- Waage muTs indessen abgesehn werden, weil die dabei 
vorkommenden Fehler leicht übermäfsig grofs ausfallen und selbst 
durch volle Aufmerksamkeit nicht immer zu vermeiden sind. 

Die Canalwaage ist in früherer Zeit vielfach als ein sehr 
zuverlässiges Nivellir- Instrument empfohlen worden. GKlly sagt*), 
dafs bei mehrfacher Verschiebung des Tableaus im Abstände von 
10 Ruthen der Unterschied zwischen den einzelnen Ablesungen nie 
über ein Achttheil Zoll betragen habe. Mir ist ein Beispiel von die- 
ser Genauigkeit nie vorgekommen. Ich habe häufig nach den Win- 
ken geübter Feldmesser das Tableau selbst eingestellt und die Höhen 
abgelesen, die Abweichungen vom Mittel betrugen alsdann aber bei 
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Entfernungen von 5 Ruthen schon ein Viertel Zoll. Nur einem, 
Feldmesfier, der aber besondere Uebung besalk, gelang es, das Ta* 
bleau so scharf einrichten zu lassen, dafs der wahrscheinliche FeUear 
bei derselben Entfernung sich etwa auf 0,1 Zoll stellte. Diese Ge- 
nauigkeit bleibt indessen noch immer sehr bedeutend hinter derjeni- 
gen zurück, die Gilly anfUhrt, und in allen diesen Fällen« wurdea 
ungewöhnliche Aufmerksamkeit und. Sorgfalt angewendet, wie wßh 
die Fehler vermieden, welche aus der unrichtigen Aufstellung ißv 
Stäbe und unpassender Handhabung der Tableaus oder der fal- 
schen Ablesung der Höhen entspringen. 

Ich habe auTserdem verschiedentlich Gelegenheit gehabt, Nivel- 
lements zu vergleichen, die sich gegenseitig controllirten. Die Un- 
terschiede waren dabei aber stets so grofs, dafs sie mit Rücksicht 
auf die wahrscheinliche Ausgleichung der Fehler, in der einzelnen 
10 Buthen langen Station auf einen wahrscheinlichen Fehler von nahe 
1 Zoll schliefsen liefsen. In einem solchen Falle, der sich auf ein 
Nivellement von mehr als 8 Meilen Länge bezog, das unter günstigen 
Umständen, nämlich während des Sommers auf den Kronen von 
Deichen und zwar von einem als zuverlässig anerkannten Gegmeter 
ausgeführt war, stellte sich der Unterschied so grois heraus, daü 
der wahrscheinliche Fehler für jede 20 Buthen lange Station sich bch 
gar auf 2| Zoll stellte. 

Die Angabe von Netto *), dafs man mit der Canalwaage auf Eut- 
femungen von 7 bis 8 Buthen die Horizontale „allerhöchstens bis 
auf einen halben Zoll verbürgen kann^, erscheint hiernach keineswegs 
übertrieben, vielmehr noch eine günstige Voraussetzung zu sein. 
Man dürfte wohl annehmen, dafs bei gehöriger Uebung und Auf- 
merksamkeit auf die ganze Operation der wahrscheinliche Fehler des 
Visirens gegen die in 5 Buthen Abstand aufgestellte Tafel \ ZoU be-» 
trägt. Alsdann ist der wahrscheinliche Fehler ftir ei^e Station von 
10 Buthen Länge 

i . y2 Zoll 

Indem aber jedes Nivellement vorschriftsmäfsig noch in entgegenge- 
setzter Bichtung wiederholt werden soll, so vermindert sich der wahr- 
scheinliche Fehler f&r die Station von 10 Buthen wieder auf \ ZoU, 
und ftkr 10 Stationen oder auf 100 Buthen beträgt er 

0,25 »^10 = 0,79 ZoU 
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Indem nun aber nach dem neuen Preufsischen Feldmesser -Reglement 
auf 100 Ruthen Länge nur ein Fehler von 0,671 Zoll gestattet ist, 
so überschreitet der wahrscheinliche Fehler schon die erlaubte Grenze, 
und es ist sonach wahrscheinlicher, dafs jede Messung, die man mit 
der Caüalwaage ausführt, bei einer Revision fbr falsch, als dafs sie 
fiir richtig anerkannt werden wird. Dieses Instrument darf daher 
niemals gebraucht werden, wo die Vorschrift in Betreff der erlaub- 
ten Fehlergrenze in Anwendung kommt. 

§51. 

Mittelst eines Nivellir -Instrumentes, das mit einer empfindli- 
chen Libelle und einem mfifsigen Fernrohre versehn ist, erreicht 
man leicht eine viel gröfsere Genauigkeit, man darf jedoch nicht 
glauben, dafs die Anwendung eines solchen schon jede Gefahr vor 
bedeutenden Fehlern beseitige, vielmehr erfordert die richtige Behand- 
lung desselben noch besondere Ueberlegung und Aufmerksamkeit, 
fiio wie auch üebung in der Berichtigung und im Gebrauche. Aufser- 
dem gewährt das Nivellir -Instrument keine Sicherheit gegen alle 
Fehler, die bei der Aufstellung und Behandlung der Visirlatten und 
Tableaus vorkommen. 

Um zu zeigen, wie man ein Instrument dieser Art prüft und 
manche Einzelheiten desselben untersucht, mag die Beschreibung 
einesNiveaus hier folgen, welches ich bei dem bereits erwähnten 
ausgedehnten Nivellement, benutzte. Es gehörte keineswegs zu den 
gröfsem Instrumenten, wurde vielmehr von den in neuerer Zeit an- 
gefertigten in Bezug auf seine Dimensionen weit übertroffen, doch 
war die Libelle hinreichend empfindlich und das Femrohr, das nur 
ftbifmalige Vergröfserung hatte, zeigte sehr scharfe und farblose 
Bilder, so wie auch alle Theile desselben mit Sorgfalt und Ueberle- 
gung ausgeführt waren. Es war im Anfange dieses Jahrhunderts 
aus England bezogen. 

Das Femrohr, welches terrestrisch war, mafs in der Länge 
llj Zoll und in der Oeffnung des Objectiv- Glases nur 8 Linien. 
Zwischen dem Ocular und dem Collectiv- Glase, neben der Blendung, 
befand sich ein starker Ring, der durch vier kreuzweise einander 
gegenüberstehende Stellschrauben mit der Ocular -Röhre verbunden 
war. Die Köpfe dieser Schrauben waren versenkt, so dafs sie die 
Bewegung der Röhre nicht hinderten, auch hatten die kegelförmigen 
Vertiefungen etwas gröfsere Weiten, so dafs die Verstellung des 
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Ringes möglich blieb. Vier Schrauben mit breiten Köpfen auf der 
einen Endfläche des Ringes dienten ursprünglich zur Befestigung der 
Silberfaden, die das Fadenkreuz bildeten. 

Die Libelle, deren lichte Weite 6 Linien mafs, war in der mes- 
singenen Fassung mittelst zweier Schrauben mit dem Femrohr ver- 
bunden, und zwar so, dafs sie über demselben lag. Die Oeffiiung 
in der Fassung war 2|Zoll lang, während die Länge der Luftblase 
gewöhnlich 1^ Zoll betrug. 

Das Fernrohr mit der Libelle lag mittelst zweier broncenen 
Cylinder von 13 Linien Durchmesser auf zwei Y förmigen Trägem, 
die 6 Zoll von einander entfernt waren. Der eine derselben konnte 
durch eine Schraube gehoben und gesenkt werden. Diese Schraube 
zeigte zwar weder todten Gang, npch Mangel an Festigkeit, da je- 
doch ein doppelter Gang in sie eingeschnitten war, so hatte dieser 
eine ansehnliche Steigung und schon bei schwacher Drehung wurde 
die Luftblase der Libelle stark bewegt. Durch das oben erwähnte 
Zurückdrehen gelang es jedoch sehr bald, die Blase zum Einspielen 
zu bringen. 

Die beiden erwähnten Träger standen auf einem starken Prisma 
von Messing, und an dieses war die Büchse befestigt, die sich auf 
dem etwas conischen Zapfen, der nahe 1 Zoll im Durchmesser hatte, 
drehte. Um letzteren vertical zu stellen, diente eine Nufs mit vier 
Stellschrauben. 

Die Silberföden im Fernrohre waren viel zu dick, als dafs sie 
bei einer scharfen Messung hätten benutzt werden können. Statt 
derselben brachte ich daher Spinnenfäden an, die zwar sehr fein 
und sauber waren, aber weit geringere Haltbarkeit besafsen und da- 
her zuweilen durch andere ersetzt werden mufsten. Das Verfah- 
ren beim Einspannen neuer Fäden, wie dasselbe auch bei astro- 
nomischen Instrumenten angewendet wird, ist folgendes. 

In einem Spinn -Gewebe, an dem nicht viel Staub haftet, und 
welches wo möglich erst vor Kurzem gesponnen ist, sucht man 
einen längeren feinen Faden aus. Einen gewöhnlichen Handzirkel 
öffnet man so weit, dafs seine Spitzen sich etwa 3 Zoll von einander 
entfernen, und klebt auf jeden Schenkel in der Nähe der Spitze et- 
was weichen Wachs, am besten Baumwachs. Nunmehr hält man 
den Cirkel so, dafs der Faden an einem Schenkel das Wachs berührt 
und drückt ihn mit dem Finger ein, alsdann befestigt man ihn in 
gleicher Weise an den andern Schenkel, um welchen man ihn auch 
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durch Drehen des Cirkels mehrmals umschlingen kann. Nunmehr 
untersucht man den gielösten Theil des Fadens mittelst des ausge- 
schrobenen Ocular- Glases, und wenn er passend befunden wird, so 
kann man mit einem weichen Pinsel die daran etwa haftenden Stäub- 
chen entfernen. Der Faden besitzt, wenn er frisch gesponnen ist, 
eine bedeutende Elasticität^ man kann daher, um ihn scharf anzu- 
spannen den Cirkel etwas weiter öfinen. Der Bing, an welchen der 
Faden befestigt werden soll, wird auf der ebenen Grundfläche vor- 
her mit den nöthigen Marken versehn, damit über die richtige Lage 
der Fäden kein Zweifel ist. Man legt ihn auf ein Blättchen weifses 
Papier und darüber den Cirkel, so dafs die beiden Spitzen desselben 
auf beiden Seiten des Binges sich befinden und der Faden auf der 
ebenen Fläche des letzteren liegt. Nunmehr untersucht man diese 
Lage mit der Loupe oder dem Ocular- Glase des Femrohrs, und 
verschiebt den Cirkel so lange bis der Faden die Marken genau 
schneidet. Bei frischen Fäden darf man ein Zerreifsen derselben 
während dieser Operation nicht besorgen, und letzteres erfolgt bei 
einiger Vorsicht auch nicht, wenn man gezwungen ist, ältere anzu- 
wenden. Endlich wird der Faden mittelst zweier Wachskügelchen, 
die man vorher durch Kneten weich gemacht hat, fest geklebt. In 
gleicher Weise wird auch der zweite normal auf den ersten gerich- 
tet und befestigt. Das ganze Verfahren ist überaus leicht und ein- 
fach, und wenn man dabei die Loupe anwendet, so kann man auch 
schon durch diese ziemlich sicher erkennen, ob beide Fäden sich 
unter rechten Winkeln schneiden. Sollte aber ein Faden reifsen, so 
ist er leicht durch einen andern ersetzt. 

Diese Fäden stellen sich besonders auf stark erleuchtetem Hin- 
tergrunde als scharf gezogene feine Linien dar, auf dunklem Laube 
sind sie weniger deutlich, doch ist mir nie der Fall vorgekommen, 
dafs ich aus diesem Grunde die Stationen hätte verkürzen müssen. 
Die scheinbare Dicke der Fäden entsprach einem Winkel von 8 Se- 
cunden, wie sich aus der Beobachtung besonderer Marken in weiten 
Entfernungen ergab. 

Zur Beurtheilung des Standes der Luftblase waren an den En- 
den derselben auf jeder Seite in die Libelle zwei Striche eingerissen, 
die l Linie von einander entfernt waren. Sie begrenzten die Länge 
der Luftblase bei den verschiedenen Temperaturen. Hierdurch war 
die Gelegenheit geboten, die Empfindlichkeit der Libelle zu 
prüfen. Der eine Visirstab wurde in 30 Buthen Entfernung vom 
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Instrumente aufgestellt, und während ich das eine Ende der Blase 
abwechselnd mit dem einen tmd dem andern Striche auf der Libelle 
in Berührung brachte, las ich die folgenden Höhen ab 

1) 5'ir,9 2) 6'0",2 

3) 5'ir',9 4) 6'0",1 

5) 6' 0",0 6) 6'0",1 

7) 6' 0",0 8) 6'0",2 

9) 5'ir,9 10) 6'0",1 



Mittel 5' 11",94 6' 0",14 

Wenn demnach die Lage der Blase sich um | Linie • verändert, 
so hebt sich die Visirlinie im Abstände von 30 Buthen um 0,2 Zoll, 
oder im Winkel um 9^ Secunden. Es ergiebt sich daraus der Krüm- 
mungs - Radius der Libelle gleich 50 Fufs. Der Fehler beim Ein- 
stellen wird, wenn nicht vielleicht ein starker Wind das Instrument 
in Schwankung versetzt, nicht leicht dem halben Abstände jener 
beiden Striche gleich kommen, oder 5 Secunden betragen. Der 
wahrscheinliche Fehler der Messung war, wie nachstehend gezeigt 
werden wird, in der That bedeutend geringer. 

§ 52. 

Es ist schon erwähnt worden, wie sehr durch Anwendung be- 
weglicher Tableaus die Sicherheit der ganzen Operation beeinträch- 
tigt und die Einführung einer scharfen Controlle fast unmöglich ge- 
macht wird. Diese Tableaus wurden daher von mir nicht benutzt 
und die Latte mit einer scharf markirten Eintheilung ver- 
sehn, die unmittelbar durch das Femrohr abgelesen werden konnte. 
Dabei mufsten aber an die Latten eiserne Schuhe befestigt werden, 
damit sie sich leicht in den Boden stofsen liefsen, und indem ein 
Drehen derselben alsdann nicht möglich war, so mufsten sie auch 
auf beiden Seiten übereinstimmend eingetheilt sein. 

Die Latten aus recht geradefasrigem Kiefernholz geschnitten 
waren 10 Fufs lang, 2^ Zoll breit und 1^ Zoll stark. Am untern 
Ende war jede mit einem pyramidal geformten eisernen Schuh ver- 
sehn. Zwei solcher Latten wurden angefertigt und jede auf beiden 
Seiten übereinstimmend mit schwarzer Oelfarbe auf weifsem Unter- 
gründe bezeichnet. Beide waren jedesmal im Gebrauche, so dafs 
das Nivellement ganz sicher an die folgende Latte angeschlossen 
werden konnte, bevor die vorhergehende ausgezogen wurde. 

Die Bezeichnung des Maafses mufste jedenfalls ziemkch 
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einfach sein, um beim Ablesen Verwechselungen zu vermeiden. AuTser- 
dem wäre es gewifs erwünscht gewesen, wenn feinere Theilungen 
hätten gewählt werden dürfen um etwa die einzelnen Zehntheile 
eines Zolles noch zu markiren. Letzteres mufste aber mit Rücksicht 
auf die Deutlichkeit unterbleiben, und es liefs sich auch ohne Nach- 
theil entbehren, indem diese Unterabtheilungen sehr sicher ge- 
schätzt werden konnten. 

Gegen die Zuverlässigkeit solcher Schätzungen werden oft Zwei- 
fel erhoben. Dafs diese jedoch ungegründet sind, ergiebt sich am 
deutlichsten aus den astronomischen Beobachtungen. So wird die 
Zeit des Durchganges eines Sternes durch einen Faden im Mittags- 
femrohre in Zehntheilen der Secunde notirt, während die Uhr nur 
ganze Secunden schlägt. Kleinere Intervalle darf sie auch nicht an- 
geben, weil man dieselben doch nicht zählen könnte, imd dadurch 
die Unsicherheit noch gröfser werden würde. Das Verfahren bei 
diesen Beobachtungen ist folgendes. Man merkt sich die Stelle, 
wo der Stern im Moment desjenigen Secundenschlages steht ^ der 
dem Durchgange durch den Faden vorangeht, und vergleicht diese 
Entfernung vom Faden mit derjenigen, die beim folgenden Secun- 
denschlage auf der andern Seite sich bildet. Man theilt also einen 
Baum, dessen Begrenzung nur momentan und zwar nicht gleichzeitig 
gegeben ist , durch Schätzung in 10 Theile und bestimmt hierdurch 
dasMaafs. Die Uebereinstimmung dieser Beobachtungen untei* sich 
zeigt aber unverkennbar, dafs ein geübter Astronom dabei nicht um 
ein Zehntel Secunde irrt, wenn nur der Weg in der Secunde. einige 
Ausdehnung hat, oder der Stern nicht zu nahe am Pole steht. 

Die Anwendung eines ähnlichen Verfahrens auf den Fall, wo 
man dauernd die beiden Grenzen sieht und mit voller MuTse die 
Schätzung ausfahren kann, ist daher ganz sicher. Man wird gewifs 
nie zweifelhaft sein, ob der Faden den dritten oder vierten Theil 
des Baumes abschneidet, und doch ist der Unterschied zwischen 
diesen beiden Gröfsen nur 0,083 also weniger, als ein Zehntel. 
Wenn nur die Einheit eine hinreichende Ausdehnung hat, deren 
Zehntheile sich noch erkennen lassen, so wird man diese mit einiger 
Uebung so sicher schätzen, dafs man nie einen Fehler von einem 
ganzen Zehntel begeht. Nur in dem Falle, wenn das Maafs nahe 
in die Mitte zwischen zwei Zehntel ftUt, geschieht es leicht, dafs 
man bei wiederholten Ablesungen bald dieses bald jenes der beiden 
zunächst liegenden triffl;, aber der Fehler ist alsdann geringer, als 
ein Zehntel. 

11 
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Hiernach wählte ich die in nebenstehender 
Figur dargestellte Eintheilung. Die einzelnen 
Zolle bilden abwechselnd weifse und schwarze 
Rechtecke, so dafs jeder Zoll, welcher einer gera- 
den Zahl entspricht (2, 4, 6, 8, 10 und 12) durch 
ein schwarzes Viereck bezeichnet wird. Um das 
Zählen der Zolle aber zu erleichtern, befindet sich 
am obern Ende jedes sechsten Zolles ein schwar- 
zer Kreis. Zur Unterscheidung der Fube sind 
die betreffenden Zolle abwechsend an der linken 
und rechten Seite aufgetragen, so dafs jeder Fufs, 
der einer geraden Zahl entspricht, auf der rechten 
Seite steht. Aufserdem ist der 12teZoll des vier- 
ten und des achten Fufses durch die ganze Breite 
der Fläche hindurchgezogen. Genau dieselbe Be- 
zeichnung war auf der andern breiten Seite der 
Latte angebracht und zwar genau in gleicher Höhe, 
und eben so hatte ich auch die zweite Latte be- 
zeichnet. Um aber die beiden Latten von einan- 
der zu unterscheiden und .Verwechselungen zu 
vermeiden, wenn etwa irrthümlich zuerst das Fem- 
rohr nach der vorderen Latte gerichtet werden 
sollte, so war auf der einen Latte und zwar auf 
beiden Seiten derselben der 12te Zoll des zehn- 
ten Fufses über die ganze Breite fort ausgezogen, 
und diese Marke wurde jedesmal vor das notirte 
Maafs vorgeschrieben. 

An diese Bezeichnung hatte ich mich in kur- 
zer Zeit so gewöhnt, dals im Ablesen der Fufse, 
wie der Zolle kein Irrthum jemals vorkam, der 
aus dem Controlliren sich sogleich hätte ergeben 
müssen. Eben so zeigten auch die ControUen, 
von denen im Folgenden die Bede sein wird, dafs 
die Schätzungen durchaus zuverlässig waren und 
der wahrscheinliche Fehler derselben weniger als 
0,1 Zoll betrug. 

Bourdaloug hat, um die Schätzungen auf das 
geringste Maafs zurückzufahren, viel complicirtere 
Bezeichnungen gewählt, und zwar sehr verschie- 
dene, die bei gröfserer oder kleinerer Entfernung 
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der Latten angewendet wurden. Für die geringsten Entfernungen 
konnten sogar einzelne Millimeter (0,038 Zoll) unmittelbar abgelesen 
werden. Die Benutzung verschiedener Visirlatten war indessen ge- 
wiTs höchst unbequem, und man mufs bezweifeln, ob die dadurch 
erreichte Genauigkeit wirklich gröfser war, da doch die Ocular- Röhre 
nicht fQglich verstellt werden durfte, ohne die Berichtigung der Li- 
belle aufzuheben. Kommt noch dazu, dafs diese Latten nicht fest 
in den Boden eingestofsen, sondern nur lose aufgestellt und beim 
Zurückvisiren umgedreht wurden, so. dürfte wohl die vorstehend be- 
schriebene, überaus einfache Bezeichnungs- Art der Latten unbedingt 
den Vorzug vor der französischen verdienen. 

§53. 

Nachdem vorstehend sowohl das Instrument, als auch die Vi- 
sirlatten, deren ich mich bediente, beschrieben sind, ist es noch nö- 
thig das ganze Verfahren beim Nivelliren näher zu bezeichnen. 

« 

Wenn die Latte 35 Ruthen vom Instrumente entfernt war, er- 
schienen die einzelnen Zolle noch als Quadrate mit scharfen Ecken, 
und der Fehler der Schätzung blieb unter 0,1 Zoll. In weiteren Ab- 
ständen rundeten sich die Ecken ab, und die Schätzung war weni- 
ger genau. Hiernach bestimmte sich das Maafs der Entfernung, 
doch verminderte ich letztere noch etwas, um eine gröfsere Sicher- 
heit zu erreichen. 

Nach der mir gestellten Aufgabe sollte die Höhenlage des Terrains 
von 10 zu 10 Ruthen angegeben , und bei vorhandenen merklichen 
SeitengeflQlen auch die Querprofile gemessen werden. ' Hiernach 
mufste zunächst in gewöhnlicher Weise der Nivellementszug aufge- 
nommen und die erforderlichen Piahlchen nach der Kette eingeschla- 
gen werden. Eine wesentliche Abweichung von der üblichen Me- 
thode trat aber in sofern ein, als weder das Instrument noch die 
beiden beschriebenen Latten über diese Pföhlchen gestellt, sondern 
die Stellen, wo sie standen, nur durch Abzählen von Schritten gegen 
die Pfahle normirt wurden, und das Haupt -Nivellement von letzteren 
ganz unabhängig war, auch zuweilen wenn etwa die Sonne bei nie- 
drigem Stande gerade in die Linie traf, sich von derselben im Zick- 
zack entfernte, wie bereits mitgetheilt ist. 

Die Latten wurden an die jedesmal von mir bezeichneten Stel- 
len so eingestofsen und gerichtet, dafs sie in den passenden und 
möglichst gleichen Entfernungen vom Instrumente sich befanden, 
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und dafs von der vorderen aus auch das Nivellement bequem weiter 
fortgesetzt werden konnte. Endlich mufste auch jede Latte lothrecht 
stehn. Zu diesem Zwecke führte der Arbeiter ein Loth bei sich, 
und nach diesem prüfte ich jedesmal selbst die Stellung und zwar 
in zwei normalen Richtungen. War eine Latte in dieser Weise 
eingestellt, so mufste der Arbeiter sich sogleich davon entfernen, 
und Niemand durfte sie berühren oder sich ihr auch nur nähern, 
bis das Nivellement auf die folgende Latte vollständig übertra- 
gen war. 

Das Niveau wurde jeden Morgen vor dem Beginne der Ar- 
beit, wo möglich über stehendem Wasser, sonst aber zwischen den 
beiden Visirlatten, wie oben (§ 46) beschrieben, berichtigt. Dieses 
geschah auch während des Tages, wenn etwa eine zufällige Erschüt- 
terung vorgekommen war, die möglicher Weise eine Verstellung der 
Libelle veranlafst haben konnte. Nach einer solchen Berichtigung 
durfte keiner der Gehülfen das Fernrohr mit der Libelle berühren 
oder es zugleich mit dem Stativ aufheben. Ich trug es jedesmal 
selbst frei in der Hand. 

Sobald zu einer neuen Station übergegangen werden sollte^ 
schickte ich einen Arbeiter zurück, um die hintere Visirlatte auszu- 
ziehn und herzubringen. Ich hob das Fernrohr ab, das Stativ nebst 
einer dritten leichteren Visirlatte und den ganzen übrigen Apparat 
trugen zwei Arbeiter und wir gingen alle zusammen bei der vordem 
Visirlatte vorbei, wobei immer und namentlich bei neuen Arbeitern 
sehr grofse Aufmerksamkeit nöthig war, die Leute von die&er Latte 
entfernt zu halten. Namentlich war dieses erforderlich, wenn die 
Arbeiter in andern Verhältnissen an Scheindienste gewöhnt waren. 
Sie wollten alsdann immer den lothrechten Stand der Latte prüfen 
und denselben berichtigen. Nach Maafsgabe der vorher eingeschla- 
genen Pfahlchen liefs sich leicht der Punkt bestimmen, auf den das 
Instrument zu stellen war, doch vermied ich stets, es unmittelbar 
über eines der Pfählchen zu bringen. Das Stativ wurde hier aufge- 
richtet, die Füfse gehörig fest in den Boden eingedrückt, und das 
Fernrohr darauf gelegt. Nunmehr ging ich mit dem Manne, der 
die zweite Latte trug, bis zu dem Punkte, wo diese stehn sollte. Er 
stiefs sie fest in den Boden und richtete sie nach dem Lothe. Nach- 
dem ich mich überzeugt, dafs dieses mit hinreichender Schärfe ge- 
schehn, auch die Eintheilung sowohl rückwärts, als vorwärts deutlich 
gesehn werden konnte, gingen wir zurück. 

Hierauf wurde die Stellung des Instrumentes berichtigt und mit- 
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telst der vier Schrauben neben der Nufs die vertikale Achse loth- 
recht gerichtet, wobei die Libelle zur Norm diente. Wenn hierbei 
auch keineswegs eine grofse Genauigkeit erforderlich war, so mufsten 
doch merkliche Abweichungen vermieden werden, weil sonst bei 
dem Umdrehen desjenigen TheUes der auf dieser Achse ruhte, die 
Höhe des Fernrohrs beim Vor- und Rückwärts -Visiren nicht die- 
selbe geblieben wäre, indem jedesmal durch Heben oder Senken des 
einen Lagers die Libelle zum Einspielen gebracht wurde. War die- 
ses geschehn, so wurden mit möglichster Sorgfalt an der hintern 
und vorderen Latte die Maafse abgelesen und notirt, dabei aber auch 
jedesmal die Latte bezeichnet, auf der die Ablesung geschah. 

Alsdann ging der Arbeiter, der eine dritte Latte trug, zu den 
verschiedenen auf diese Station treffenden Pfählchen und stellte sie 
an dieselben. Diese Latte war in gleicher Weise, wie die andern, 
jedoch nur auf einer Seite bezeichnet, auch hatte sie keine Spitze, 
und war nur unten mit Blech beschlagen. Ihre Länge betrug 12 Fufs, 
ihre Breite 1^ Zoll und ihre Stärke | Zoll. Sie wurde neben jedem 
Pfahlchen auf den Boden gestellt, und mit dem Fernrohr las ich an 
ihr das Maafs ab. In gleicher Weise wurden auch die Querpro- 
file, die Deiche, Brücken und andre Gegenstände und wenn es nöthig 
schien auch sonstige Erhebungen oder Senkungen des Terrains in 
der Nähe gemessen. Grofse Genauigkeit war dabei ganz entbehrlich, 
da man die Terrain -Höhen doch nicht bis auf 1 Zoll sicher zu mes- 
sen braucht, und die hierbei vorkommenden Fehler keinen Einflu^'s 
auf das Haupt -Nivellement haben. 

Nur der Wasserstand in dem Bache daneben, dessen Cana- 
lisirung in Aussicht genommen war, mufste mit grofser Schärfe ge- 
messen werden. Zu diesem Zwecke wurde diese dritte Stange in 
das Wasser fest eingestofsen und nach dem Lothe gerichtet. Nach- 
dem ich daran das Maafs durch das Fernrohr abgelesen hatte, las 
ich noch ilas Maafs in der Höhe des Wasserspiegels ab. Dieser 
Bach trieb indessen mehrere Mühlen und sein Niveau war überaus 
veränderlich. Um daher aufser diesen zufälligen Wasserständen, die 
sehr verschieden waren, noch ein etwas sichereres Urtheil über die 
Anschwellungen beim kräftigen Betriebe der Mühlen zu gewinnen, 
wurden schon Tages vorher, während die Festpunkte eingerichtet 
wurden, an welche sich das Nivellement anschlofs, ohnfern eines je- 
den solchen ein höherer Pfahl am Rande des Baches eingetrieben, 
und derselbe etwa 1 Fufs hoch über Wasser mit zähem Thon be- 
strichen. So hoch das Wasser in der Zwischenzeit gestiegen war, 
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wurde der letztere abgespült, und man konnte daher durch das Ni- 
vellement etwa bis auf eine Linie genau die gröiste Höhe der vor- 
angegangenen Anschwellung feststellen. 

Um sogleich die Ueberzeugung zu gewinnen dafs in dem Haupt- 
Nivellement kein Fehler begangen sei, drückte ich hierauf die Füfse 
des Stativs etwas tiefer in den Boden ein, richtete aufs Neue die 
vertikale Achse und visirte nochmals gegen die beiden Hauptlatten. 
Ich erhielt dabei andre Maafse als das erste mal, und berechnete 
sogleich . aus jenen, wie aus diesen, die Höhendifferenzen. Stimmten 
diese bis auf 0,1 Zoll mit einander überein, so wurde zur nächsten 
Station übergegangen, im entgegengesetzten Falle aber unter verän- 
derter Aufstellung des Instrumentes die Operation nochmals wieder- 
holt. Letzteres war jedoch nur sehr selten erforderlich. 

Die so eben erwähnten Festpunkte wurden in Entfernungen 
von einer Viertel -Meile ausgesucht oder eingerichtet, und nur wenn 
es sich um Verbindungs- Nivellements handelt, wobei also die Höhen- 
lage des Terrains nicht in Betracht kam, wurden weitere Entfernun- 
gen, zuweilen sogar von einer halben Meüe gewählt. Scharf mar- 
kirte Plinthen massiver Gebäude, Fachbäume, Merkpfähle an Mühlen 
und andre Gegenstände dienten als Festpunkte, doch meist sah ich 
mich gezwungen, daneben noch andere Bezeichnungen anzubringen, 
die wenn sie auch nicht dauernd erhalten werden konnten, doch 
einen schärferen Anschlufs des Nivellements gestatteten und nament- 
lich für die folgende ControUe nothwendig waren. Sie bestanden 
in starken Nägeln oder Bolzen von 5 Zoll Länge, die mit cylindri- 
schen Köpfen von } Zoll Durchmesser und Höhe versehn waren. 
Diese Höhe war nothwendig, damit die Köpfe noch in das Holz 
eingetrieben, und alsdann nicht mehr mit einer Zange gefafst werden 
konnten. Zwei kreuzweise eingefeilte feine Rinnen markirten ihren 
Mittelpunkt. Sie wurden jedesmal so eingeschlagen, dafs eine der bei- 
den Hauptlatten unmittelbar daneben eingestellt und gerichtet werden 
konnte. Durch Verlängerung der Theilstriche der Latte mittelst 
eines darüber gelegten kleinen Lineals liefs sich alsdann die Höhe 
des Festpunktes sehr sicher bestimmen. 

Endlich wurde die ganze Linie zwischen je zwei Festpunkten 
wieder zurück nivellirt. Das Instrument, wie die beiden Haupt- 
latten, die dabei allein benutzt wurden, nehmen auf jeder Station 
andere Höhen ein, woher alle Maafse verschieden waren und die 
Vergleichung mit der frühern Messung erst schliefslich angestellt 
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werden konnte. Bei Aufstellung des Instrumentes und der Latten 
wurde dieselbe Vorsicht und Sorgfalt angewendet, wie das erste Mal, 
aber die sämmtlichen Neben- Messungen unterblieben. Welche Ue- 
bereinstimmung dadurch erreicht wurde, wird nachstehend mitgetheilt 
werden. 



§ 54. 

Es ergiebt sich aus vorstehender Beschreibung der Mefsapparate 
und der Benutzung derselben, dafs viele der gewöhnlichen Veran- 
lassungen zu Fehlern dabei ganz vermieden, oder Letztere auf sehr 
nahe liegende Grenzen zurückgeführt wurden. Nach der gewählten 
Berichtigungs- Methode und der vorsichtigen Behandlung deä berich- 
tigten Instrumentes war eine falsche Einstellung des Niveaus nicht 
zu besorgen, und ich durfte daher, wenn die Umstände dieses erfor- 
derten, auch in ungleichen Entfernungen visiren, was jedoch im All- 
gemeinen immer vermieden ist, und wobei ftir bedeutende Ungleich- 
heiten die nöthigen Correctionen berechnet werden mufsten. Die 
Fehler beim Richten der Tableaus, beim Festhalten derselben bis 
zur Ablesung und beim Aufstellen und Umdrehn der Visirlatten 
fielen .ganz fort. Es blieben in der That nur die Fehler übrig, 
die beim Einspielen der Luftblase und beim Ablesen der 
Maafse begangen werden. Um diese zu ermitteln, und um zugleich 
zu erfahren wie grofs dieselben bei verschiedenen Entfernungen der 
Visirlatte sind, machte ich vor dem Beginne der Arbeit bei ruhiger 
Witterung und günstiger Beleuchtung die folgenden Versuche. Vor 
jeder einzelnen Messung wurde aber die Libelle verstellt und darauf 
wieder die Blase zum Einspielen gebracht. 

Die Resultate waren die nachstehenden. Die erste Columne 
giebt die abgelesenen Höhen an, wobei jedoch. die Fufse nicht be- 
rücksichtigt sind, die zweite die Abweichungen derselben vom Mittel 
und die dritte die Quadrate der letzteren. 

L Im Abstände von 5 Ruthen. Das Bild war sehr undeutlich. 
10",85 -h 0,01 0,0001 

10",85 -f- 0,01 0,0001 

10",8 — 0,04 0,0016 

10",8 —0,04 0,0016 

10",9 -hO,06 0,0036 



Mittel 10",84 Summe 0,0070 
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Für die in § 22 gewählte Bezeichnung ist 

{ra; = 0,0070 
1» = 5 

daher der wahrscheinliche Beobachtungsfehler 

r.n»At, iA0070 

fo =s 0,6745 y ^ 

= 0,0282 ZoU 

oder im Winkel 8,09 Secunden. 

n. Im Abstände von 10 Ruthen. Das Bild war wegen der 
zu grofsen Nähe noch nicht deutlich. 



5",05 


-1-0,06 


0,0036 


5",0 


+ 0,01 


0,0001 


5",0 


+ 0,01 


0,0001 


4",95 


— 0,04 


0,0016 


4",95 


— 0,04 


0,0016 


4",99 




0,0070 


der wahrscheinliche Fehler 


ergiebt sich hieraus 


to 


— 0,0282 ZoU 





oder 

= 4,04 Secunden 

in. Im Abstände von 20 Ruthen 





2",6 


— 0,06 


0,0036 




2",7 


+ 0,04 


0,0016 




2",7 


+ 0,04 


0,0016 




2",7 


+ 0,04 


0,0016 




2",6 


0,06 


0,0036 




2",66 


XX — 


= 0,0120 


hieraus folgt 
oder 




u, ^ 0,0370 ZoU 
— 2,65 Secunden 




IV. Im Abstände 


von 30 Ruthen 






11",7 


0,03 


0,0009 




11 ",8 


+ 0,07 


0,0049 




11",8 


+ 0,07 


0,0049 




11",7 


— 0,03 


0,0009 




1 1",7 


o,oe 


0,0009 




11",7 


— 0,03 


0,0009 




11",73 


XX- 


= 0,0134 
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Indem in diesem Falle sechs Beobaohtongen gemacht sind, also 

M SB 6, ergiebt sich 

u> B 0,0345 Zoll 
oder im Winkel 

=> 1,66 Secunden 

V. Im Abstände von 35 Radien 

0",2 • —0,10 0,01 

0",3 0,00 0,00 

0",3 0,00 0,00 

0",2 — 0,10 0,01 

0",4 ■+. 0,10 0,01 

0",4 -h 0,10 0,01 

0",3 0,00 0,00 





0",30 


XX = 


= 0,04 




• 


u> = 0,0551 ZoU 




oder 




= 2,25 Secanden 




VI. 


Im Abstände 


von 40 Ruthen 






4",8 


— 0,12 


0,0144 




4",9 


— 0,02 


0,0004 




5",0 


4-0,08 


0,0064 




4",9 


— 0,02 


0,0004 




5",0 


■+■ 0,08 


0,0064 




5",1 


-1-0,18 


0,0324 




4",9 


— 0,02 


0,0004 




4'',8 
4",92 


-0,12 


0,0144 




XX = 


= 0,0752 


hieraus folgt 










tp = 0,0699 ZoU 




im Winkel 


BS 2,50 Secunden 




vn. 


Im Abstände 


von 50 Ruthen 






4",0 


— 0,04 


0,0016 




4",3 


4-0,26 


0,0676 




4",1 


4-0,06 


0,0036 




3",8 


0,24 


0,0576 




4",2 


4-0,16 


0,0256 




4",0 


— 0,04 


0,0016 




4M 


4-0,06 


0,0036 




3",8 


— 0,24 


0,0576 




4',2 


4-0,16 


0,0256 




3'',9 


— 0,14 


0,0196 



4",04 XX = 0,2640 
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tf>»0,ll55ZoU 
oder 

= 3,31 Secunden 

VIII. Im Abstände von 60 Ruthen 





10",3 


+ 0,21 




0,0441 


« 


10",0 


0,09 


m 


0,0081 




9",8 


0,29 




0,0841 




10",1 


+ 0,01 




0,0001 




9",6 


— 0,49 




0,2401 




10",4 


+ 0,31 




0,0961 




10",4 


+ 0,31 


XX 


0,0961 




10^09 


= 0,5687 


also 














ip == 0,2077 Zoll 




oder 











= 4,96 Secunden 
Aus diesen Versuchen geht hervor, dafs in Abstanden von etwa 
30 Ruthen der JB^ehler im Winkel am geringsten ist. In geringeren 
Entfernungen wird er gröljser, weil man durch blofse Schätzung den 
Zoll nicht fuglich weiter, als in 20 Theile eintheilen kann, lieber- 
dies ist das Bild nicht deutlich, da man die Ocularröhre nicht ver- 
stellen darf, ohne die Berichtigung der Libelle aufzuheben. In gro- 
fsen Abständen nimmt der Fehler gleichfalls zu, da der einzelne 
Zoll zu klein wird, er auch die scharfen Ecken verliert, und daher 
die Schätzung der Zehntheile sehr schwierig ist. Selbst die Abzah- 
lung der Zolle wird mühsam und erfordert einen viel gröfseren Zeit- 
Aufwand. Im Abstände von 60 Ruthen war es sogar schwierig, die 
einzelnen Zolle sicher zu erkennen. 

Es darf kaum erwähnt werden, dafs die vorstehende Untersu- 
chung und die daraus gezogenen Resultate keineswegs allgemeine 
Gültigkeit haben, dafs sie vielmiehr nur darüber Aufschlufs geben 
sollten, in welcher Weise ich jenes Instrument am passendsten zu 
gebrauchen hätte. Es ergab sich, dafs Abstände von 30 bis 35 Ru- 
then zu wählen wären. Weil diese den kleinsten Fehler im Winkel 
ergaben, und die Ablesung des Maafses dabei noch leicht und sicher 
erfolgen konnte. Die wahrscheinlichen Fehler waren 

bei 30 Ruthen gleich 0,0345 Zoll 

bei 35 Ruthen gleich 0,0551 Zoll 
also bei dem Abstände von 33^ Ruthen, der durchschnittlich gewählt 
wurde, 0,048 Zoll. Dieses giebt auf 100 Ruthen 

u> F» 0,048 • yZ = 0,0831 ZoU 
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Indem ich das Haupt-Nivellement mit dem rückwärts ausge- 
führten ControUe- Nivellement verglich, hatte ich Gelegenheit die 
Gröfse der vorgekommenen Fehler noch sicherer kennen zu 
lernen. 

Die erste Strecke des projectirten Canales war 2740 Ruthen 
lang, sie zerfiel in fänf nahe gleich grofse Abtheilungen, deren Gren- 
zen durch die beschriebenen Nagelköpfe markirt waren. Jede Abthei- 
lung war daher ungefähr 550 Ruthen lang, und das Haupt -Nivelle- 
ment in derselben mit Einschlufs der ControUe umfafste 1100 Ruthen. 
Die Differenzen zwischen beiden in jeder von diesen Längen be- 
trugen für die fünf Abtheilungen 

0,4 0,0 0,1 0,3 und 0,4 Zoll 

durchschnittlich also 0,24 Zoll. Es rechtfertigt sich indessen wohl, 
den gröfseren Fehlern eine höhere Bedeutung beizulegen, also die 
Fehlerquadrate zu berücksichtigen. Das mittlere Fehlerquadrat ist 
0,084 woher der Fehler 0,29 Zoll. 

Dieser Fehler war durchschnittlich beim Nivelliren einer 1100 Ru- 
then langen Strecke begangen worden, er mufs daher für diese Länge 
als der wahrscheinliche angesehn werden. Hieraus ergiebt sich der 
wahrscheinliche Fehler für eine 11 mal kleinere Länge oder auf 

100 Ruthen 

29 
w = ^:^ = 0,087 Zoll 
J/11 ' 

also um ein Geringes gröfser als jene Versuche ergeben hatten. 
Hieraus lassen sich leicht die wahrscheinlichen Fehler für gröfsere 
Längen berechnen, nämlich 

auf 1 Meile 0,20 Zoll 

auf \ Meile 0,28 ZoU 

auf 1 Meile 0,39 Zoll 

auf 2 Meilen 0,55 Zoll 

auf 5 Meilen 0,87 ZoU 

auf 10 Meilen 1,24 Zoll 

Nach dem Preufsischen Feldmesser-Reglement vom 1 Decbr. 1857, 
worin die zulässigen Fehler für verschiedene Längen der Nivelle- 
ments- Züge den Regeln der Wahrscheinlichkeits- Rechnung entspre- 
chend angegeben sind, ist auf 100 Ruthen Länge ein Fehler von 
0,671 Zoll noch gestattet. Derselbe ist also 7,7 mal so grofs, als 
jener wahrscheinliche Fehler, und ich konnte daher (§ 26) 1 gegen 
1 wetten, dafs unter einer Million solcher Nivellements der Fehler 
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nur einmal diese Grenze erreichen wird. Die Sicherheit war daher 
nach gewöhnlichen Begriffen als eine absolute anzusehn. 

Bei ungünstiger Witterung wurden indessen die Fehler viel be- 
deutender. So lange die Abweichungen auf die Länge einer Viertel 
Meile bei der ControUe sich noch unter 9 Linien herausstellten, liefs 
ich die Resultate gelten, indem die möglichste Beschleunigung ge- 
boten war, doch kamen nicht selten Abweichungen von 1 Zoll, 
und einmal sogar bei sehr stürmischer Witterung von 1,7 Zoll vor. 
In diesen Fällen mufste die Messung unter günstigeren Umständen 
wiederholt werden. 

Schliefslich sollte noch die Höhenlage verschiedener weit aus- 
gedehnter Seen ermittelt werden und zu diesem Zwecke fährte ich 
das Nivellement das mit Einschlufs der Wasserflächen etwa 20 Mei- 
len lang war, wieder auf den Punkt zurück, von dem ich ausgegan- 
gen war. Die Witterung blieb während dieser Zeit überaus günstig 
und so ruhig, dafs ich keinen Anstand nahm die Wasserflächen als 
horizontal anzusehn. Das Resultat war, dafs ich bis auf 0,9 Zoll 
wieder in den Horizont des Anfangs -Punktes zurückkam. 

§ 55. 

Der Vollständigkeit wegen mufs mit wenig Worten noch der 
sogenannten trigonometrischen Nivellements gedacht werden, 
die man vielfach als besonders genau empfohlen hat. Sie unterschei- 
den sich von den beschriebenen theils durch die viel gröfsere Länge 
der Stationen und theils dadurch dafs man nicht im Horizont 'visirt, 
sondern die Höhenwinkel mifst. An jedem Endpunkte der Sta- 
tion wird ein Universal -Instrumennt aufgestellt. Beide richtet man 
gleichzeitig gegen einander und mifst die Zenith- Distanzen. Die 
Complemente beider sind die Elevations- oder Depressions -Winkel 
gegen den Horizont, und letztere müfsten gleich gi;ofs sein, wenn 
keine Strahlenbrechung statt fände. Die halbe Differenz beider vom 
Zenith gemessenen Winkel giebt aber die wahre Elevation oder 
Depression an, indem die Strahlenbrechung unter der sehr wahr- 
scheinlichen Voraussetzung, dafs der Lichtstrahl in der Vertikal- 
Ebene einen Kreisbogen beschreibt, bei dieser Verbindung verschwin- 
det. Gewifs ist dieses Verfahren sehr passend, wenn lange Stationen 
gewählt werden müssen, weil die Strahlenbrechung sehr variabel 
und von der Temperatur, wie vom Feuchtigkeits- Zustande der Luft 
abhängig ist und oft in wenig Stunden sich bedeutend ändert. Na- 
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mentlich bemerkt man dieses vor meilenweit ausgedehnten Wasser- 
flächen, wo die dahinter liegenden Thürme zuweilen im Horizonte 
verschwinden und zuweilen über denselben weit vortreten. 

Vergleicht man indessen dieses trigonometrische Nivellement 
mit dem beschriebenen, so ist der erwähnte Vortheil von wenig Be- 
deutung, weil man bei dem letzteren durch die geringe Länge der 
Stationen und die möglichst gleichen Entfernungen im Vor- und 
Zurückvisiren sich schon dem Einflufs der Strahlenbrechung beinahe 
ganz entzieht, auch die hierdurch vielleicht noch eingeführten kleinen 
Fehler sich grofsentheils aufheben oder in Rechnung gestellt wer- 
den können. Dazu kommt noch dafs man beim gewöhnlichen Ni- 
vellement vorzugsweise nur im Einstellen der Libelle fehlt, bei 
dem trigonometrischen aber in gleichem Maafse auch im Ablesen 
der Winkel. Jedenfalls sind dabei gröfsere und genaue Instrumente 
erforderlich, welche gestatten, die Winkel eben so scharf zu messen, 
wie die Libelle sich einstellen läfst. Hierdurch wird eine sehr sichere 
Aufstellung der Instrumente geboten und vielfache Vorbereitungen 
zur Messung so wie auch die geodätische Festlegung der Stations- 
Punkte sind erforderlich, woher die ganze Operation ohnerachtet der 
geringeren Anzahl der Stationen doch einen gröfseren Zeitaufwand 
in Anspruch nimmt. Der Vortheil beim gewöhnlichen Nivellement, 
dafs man nämlich zugleich die Höhenlage des ganzen Zuges erhält, 
verschwindet hierbei. Endlich aber ist derselbe Fehler in dem Hö- 
henwinkel bei der langen Station nachtheiliger, als in der kurzen, 
weil die Anzahl der letzteren gröfser ist, man also ein gegenseitiges 
Aufheben der Fehler mit mehr Wahrscheinlichkeit erwarten darf. 
Dem letzten Uebelstande sucht man zwar dadurch zu begegnen, dafs 
man jene Zenithwinkel sehr vielfach mifst, da dieses aber unmittel- 
bar hinter einander geschehn mufs, so bietet es nicht die Sicherheit, 
welche man durch eben so viele partielle Messungen erreichen würde. 

Aus diesen Gründen empfiehlt es sich wohl nicht, ein trigono- 
metrisches Nivellement zu wählen, wenn nicht wegen Unzugänglich- 
keit des Terrains vom gewöhnlichen Verfahren Abstand genommen 
werden mufs. Wenn diese Ansicht auch gegenwärtig allgemein Ein- 
gang gefunden hat, so ist dennoch in den Jahren 1839 und 1840 
ein trigonometrisches Nivellement längs der Oder von Oderberg un- 
terhalb Küstrin bis zur Oesterreichischen Grenze zur Ausführung 
gekommen. Für dasselbe wurden die erforderlichen Instrumente 
von namhaften Künstlern beschafft, auch die Operation nicht übereilt, 
vielmehr zwei Sommer darauf verwendet, und die ganze Ausftlhrung 
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erfolgte mit Sachkenntnifs und Geschicklichkeit, die Resultate lassen 
indessen keineswegs irgend welche Vorzüge vor andern sorgfältigen 
Nivellements erkennen*). 

Das Hauptnivellement umfaTste nahe 80 Meilen. Die Stationen 
sollten ungefähr 2 Meilen lang sein, sehr häufig muTsten sie jedoch 
viel kürzer, zuweilen aber auch bedeutend länger gewählt werden. 
Die Anzahl der gleichzeitig von beiden Instrumenten jedesmal anzu- 
stellenden Messungen oder Repetitionen wurde auf vierzig festgesetzt. 
Aus den Unterschieden dieser einzelnen Messungen gegen das arith- 
metische Mittel wurden die wahrscheinlichen Fehler berechnet. Da- 
bei ist freilich ein kleines Versehn vorgekommen, indem das arith- 
metische Mittel als der wahre Werth, und die Abweichungen von 
demselben als die wirklichen Fehler angesehn wurden. Wenn man 
indessen die in solcher Weise berechneten Fehler, die also etwas 
zu klein sind, zum Grunde legt, so ergeben sich dieselben für die 
Stationen von verschiedenen Längen in folgenden mittleren Werthen. 
Dabei sind die sehr kurzen Stationen von weniger als 750 Ruthen 
Länge unbeachtet geblieben, die Stationen von 750 bis 1250 Ruthen 
sind als eine halbe Meile, von 1250 bis 1750 als drei Viertel Meilen 
lang und so fort berechnet. 

Anzahl 

der Stationen 

10 

7 
5 

4 
7 
5 
7 
6 
4 
2 

1 
1 
2 

Um aus diesen verschiedenen Werthen der wahrscheinlichen 
Fehler auf die Sicherheit der Messung zu schliefsen, machte ich die 
Voraussetzung dafs die wahrscheinlichen Fehler to einer gewissen, 

*) Trigonometrisches Nivellement der Oder yon Oderberg unterhalb Küstrin bis 
zur Oesterreichischen Grenze von Hoffmann und Salzenberg. Berlin 1841. 



Länge 


wahrscb. Fehler 


len 


in Zollen 


^ Meile 


0,69 


8 
4 


1,11 


1 - 


3,43 


n - 


3,11 


H - 


2,75 


ii - 


3,47 


2 - 


4,03 


21 - 


3,96 


21 - 


3,84 


21 - 


4,32 


3 - 


12,66 


31 - 


9,55 


^ - 


11,76 



176 

noch unbekannten Potenz der Längen der Stationen l proportional 
seien. Also 

Nach der Methode der kleinsten Quadrate fand ich 

r= 1,886 
und 

X = 1,433 
daher 



tr = l;886./ 



1,433 



Indem die berechneten Werthe von to höchst unregelmäfsig fallen, 
so läfst sich über die wahre Gröfse von x nicht mit Sicherheit ur- 
theilen. Dennoch erscheint das gefundene Resultat einigermafsen 
begründet. Eine Ausgleichung der Fehler der Winkel findet hier 
nicht statt, wie solche beim gewöhnlichen Nivellement eintritt, weil 
die Anzahl der Repetitionen bei längeren und kürzeren Stationen 
ungefähr dieselbe geblieben ist. Der Fehler in der Höhen -Di£Perenz 
ist daher der Länge der Station proportional. Dagegen nimmt in 
gröfserer Entfernung die Deutlichkeit ab, auch triffl vielleicht die 
Voraussetzung in Betreff der Strahlenbrechung weniger zu, woher 
der Exponent x gröfser als 1 wird. Hiernach empfiehlt es sich ge- 
wiTs nicht, sehr lange Stationen zu wählen. 

Unter Zugrundelegung des vorstehenden Ausdrucks sind die 
wahrscheinlichen Fehler auf die Entfernung 

von \ MeUe 0,70 Zoll 

- 1 Meile 1,89 - 

- 2 Meilen 5,09 - 

also namentlich bei gröfsern Längen viel bedeutender, als bei Ni- 
vellements, die nur mit der Libelle und Fernrohr unter Beobachtung 
der nöthigen Yorsichts-Maafsregeln ausgeführt werden. Dabei ist 
aber nicht aufser Acht zu lassen, dafs die angegebenen wahrschein- 
lichen Fehler nicht durch eine vollständige, und von der ersten 
Messung unabhängige ControUe ermittelt sind, sondern nur durch 
vielfache Wiederholung bei derselben Aufstellung des Instrumentes, 
wobei leicht die einzelnen Ablesungen in gröfserer Uebereinstimmung 
gefunden werden, als sie in eiiier neuen Messung unter andern äufsem 
Umständen sein würden. 



Anhang, 



12 
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Anhang A (zu § 18). 

Quadrat- Tabelle. 



0,00 

Ol 

02 
03 
04 

0,05 
06 

07 
08 

09 

0,10 
II 

12 
13 

16 

17 
18 

0,20 
21 
22 
23 

0,25 
26 

*7 
28 

29 

0,30 

31 
3* 
33 
34 

o>35 
36 

37 
38 
39 

0,40 



0,0000 


I 




0001 


3 




0004 


5 




0009 


7 




0016 


9 




0,0025 


II 




0036 


13 




0049 


15 




0064 


17 




0081 


19 




0,0100 


21 




0I2I 


»3 




0144 


*5 




0169 


»7 




0196 


29 




0,0225 


31 




0256 


33 




0289 


35 




03*4 


37 




0361 


39 




0,0400 


41 




0441 


43 




0484 


45 




0529 


47 




0576 


49 




0,0625 


51 




0676 


53 




0729 


55 




0784 


57 




0841 


59 




0,0900 


61 




0961 


63 




1024 


65 




1089 


67 




1156 


69 




0,1225 


71 




1296 


73 




1369 


75 




1444 


77 




1511 


79 




0.1600 







0,40 

41 
42 

43 
44 

0,45 
46 

47 
4S 
49 

0,50 

51 
5a 

53 
54 

0,55 
56 
57 
58 
59 

0,60 
61 
62 

63 
64 

0,65 
66 
67 
68 
69 

0,70 

71 
72 

73 
74 

0,75 
76 

77 
78 
79 

0.80 



0,1600 
1681 
1764 
1849 
1936 

0,2025 
2116 
2209 
2304 
2401 

0,2500 
2601 
2704 
2809 
2916 

0,3025 

3136 

3*49 
3364 

3481 

0,3600 
3721 
3844 
3969 
4096 

0,4225 

4356 
4489 
4624 
4761 

0,4900 
5041 
5184 
5329 
5476 

0,5625 

5776 
5929 
6084 
6241 

0,6400 



81 

83 
85 
87 
89 

91 
93 
95 
97 
99 

Ol 

03 

05 
07 
09 

II 

13 
15 
17 
19 

21 
23 

»5 
27 

29 

31 
33 
35 
37 
39 

41 
43 
45 
47 
49 

51 
53 
55 

57 
59 



0,80 
81 
82 

83 
84 

0,85 
86 

87 
88 

89 

0,90 

91 
92 

93 
94 

0,95 
96 

97 
98 
99 

1,00 

Ol 

02 

03 
04 

1,05 
06 

07 
08 

09 

1,10 
II 
12 

13 
14 

1,15 
16 

17 
18 

19 

1,20 



0,6400 
6561 
6724 
6889 
7056 

0,7225 
7396 
7569 

7744 
7921 

0,8100 
8281 
8464 
8649 
8836 

0,9025 
9216 

9409 
9604 

9801 

I 0000 
0201 
0404 
0609 
0816 

1,1025 
1236 
1449 
1664 
1881 

1,2100 
a3ai 

^544 
2769 

2996 

1,3225 

3456 
3689 

3924 

4161 

1,4400 



161 




1,20 


1,4400 


163 




21 


4641 


165 




22 


4884 


167 




23 


5129 


169 




24 


5376 


171 




1,45 


1,5625 


173 




26 


5876 


175 




27 


6129 


^n 




28 


6384 


179 




29 


6641 


181 




1,30 


1,6900 


183 




31 


7161 


185 




32 


7424 


187 


\ 


33 


7689 


189 




34 


7956 


191 




1,35 


1,8225 


193 




36 


8496 


195 




37 


8769 


197 




38 


9044 


199 




39 


9321 


201 




1,40 


1,9600 


203 




41 


9881 


205 




42 


2,0164 


207 




43 


0449 


209 




44 


07^6 


211 




1,45 


a,io25 


213 




46 


1316 


215 




47 


1609 


217 




48 


1904 


219 




49 


2201 


221 




1,50 


2,2500 


223 




51 


2801 


225 




5» 


3104 


227 




53 


3409 


229 




54 


3716 


231 




1,55 


2,4025 


233 




56 


4336 


235 




57 


4649 


237 




58 


4964 


239 




59 


5281 






1,60 


2,5600 



241 

243 

245 
247 

249 

251 
453 

^55 

*57 
259 

261 

263 
265 
267 
269 

271 

273 
275 
277 
279 

281 

»83 
285 

287 

289 

291 
293 
295 
297 
299 

301 

303 
305 

307 
309 

311 

313 

315 

317 
319 



Vi 
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A. Qaadrat-Tabelle. (Fortsetasong.) 



i,6o 


1,5600 


321 




2,00 


4,0000 


401 




6i 


5911 


323 




Ol 


0401 


403 




62 


6144 


3*5 




02 


0804 


405 




63 


6569 


3*7 




03 


1209 


407 




64 


6896 


3*9 




04 


1616 


409 




1,65 


»,7»a5 


331 




2,05 


4,2025 


411 




66 


7556 


333 




06 


2436 


413 




67 


7889 


335 




07 


2849 


415 




6S 


%%%A 


337 




08 


3264 


417 




69 


8561 


339 




09 


3681 


419 




1,70 


2,8900 


341 




2,10 


4,4100 


421 




71 


9041 


343 




II 


45*1 


423 




7» 


9584 


345 




12 


4944 


425 




73 


99*9 


347 




13 


5369 


427 




74 


3,0176 


349 




14 


5796 


4*9 




i»75 


3,0625 


351 




*,i5 


4,6225 


431 




76 


0976 


353 




16 


6656 


433 




77 


1329 


355 




17 


7089 


435 




78 


1684 


357 




18 


75*4 


437 




79 


2041 


359 




19 


7961 


439 




1,80 


3,2400 


361 




2,20 


4,8400 


441 


- 


81 


2761 


363 




21 


8841 


443 




%% 


3124 


365 




22 


9*84 


445 




83 


3489 


367 




*3 


97*9 


447 




84 


3856 


369 




24 


5,0176 


449 




1,85 


34**5 


371 




*,*5 


5,0625 


451 




86 


4596 


373 




26 


1076 


453 




87 


4969 


375 




*7 


1529 


455 




88 


5344 


377 




28 


1984 

1 


457 




89 


5721 


379 




29 


4441 


459 




1,90 


3,6100 


381 




2,30 


5,2900 


461 




91 


6481 


383 




31 


3361 


463 




9a 


6864 


385 




32 


3824 


465 




93 


7249 


387 




33 


4289 


467 




94 


7636 


389 




34 


4756 


469 




1,95 


3,8025 


391 




*,35 


5,5**5 


471 




96 


8416 


393 




36 


5696 


473 




97 


8809 


395 




37 


6169 


475 




98 


9204 


397 




38 


6644 


477 




99 


9601 


399 




39 


7121 


479 




h^ 


4|0000 






2,40 


5,7600 







2,40 
41 

4* 
43 
44 

*,45 
46 

47 

4| 
49 

2,50 

51 
5* 
53 
54 

*,55 
56 

57 
58 

59 

2,60 
61 
62 

63 
64 

2,65 
66 

67 
68 

69 

2,70 

71 
72 

73 
74 

*,75 
76 
77 
78 
79 

2,80 



5,7600 
8081 
8564 
9049 

9536 

6,0025 
0516 
1009 
1504 
2001 

6,2500 
3001 

3504 
4009 

4516 

6,5025 

5536 
6049 

6564 

7081 

6,7600 
8121 
8644 
9169 
9696 

7,0225 
0756 
1289 
1824 
2361 

7,2900 

3441 
3984 

45*9 
5076 

7,5625 
6176 
6729 

7*84 
7841 

7,8400 



481 

483 
485 
487 
489 

491 
493 
495 
497 
499 

501 

503 

505 
507 

509 

5" 
513 
515 
517 
519 

521 

5*3 
5*5 
5*7 
5*9 

531 
533 
535 
537 
539 

541 
543 
545 
547 
549 

551 
553 
555 
557 
559 



2,80 
81 
82 

83 
84 

2,85 
86 

87 
88 

89 

2,90 

91 
92 

93 
94 

*,95 
96 

97 
98 

99 
3,00 

Ol 

02 
03 
04 

3,05 
06 

07 

08 

09 

3,10 
II 
12 

13 
14 

3,15 
16 

17 
18 

19 
3,20 



7,8400 
8961 

95*4 
8,0089 

0656 

8,1225 
1796 
2369 

2944 
3521 

8,4100 
4681 
5264 

5849 
6436 

8,7025 
7616 
8209 
8804 
9401 

9,0000 
0601 
1204 
1809 
2416 

9,3025 
3636 

4*49 
4864 

5481 

9,6100 
6721 

7344 
7969 
8596 

9,9**5 
9856 

10,0489 

1124 

1761 

10,2400 



;6i 

163 

165 

167 
;69 

173 
175 
\77 
179 

;8i 
;83 

;85 
;87 
;89 

;9i 
;93 
;95 
;97 

199 

601 
603 
605 
607 
609 

611 

613 
615 

617 
619 

621 
623 
625 
627 
629 

631 

633 

635 

637 
639 
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A. Quadrat-Tabelle. (Fortsetzung.) 



3,ao 


10,240 


64 




3,60 


11 


304 


64 




61 


12 


368 


65 




62 


*3 


433 


65 




63 


»4 


498 


65 




64 


3,»5 


10,563 


65 


1 


3,65 


26 


628 


65 




66 


27 


693 


65 




67 


28 


758 


66 




68 


29 


824 


66 




69 


3,30 


10,890 


66 




3,70 


31 


956 


66 




71 


32 


11,022 


67 




72 


33 


089 


67 




73 


34 


156 


67 




74 


3*35 


11,223 


67 




3,75 


36 


290 


67 




76 


37 


357 


67 




77 


38 


424 


68 




78 


39 


49» 


68 




79 


3,40 


11,560 


68 




3,80 


41 


628 


68 




81 


42 


696 


69 




82 


43 


765 


69 




83 


44 


834 


69 




84 


3,45 


11,903 


69 




3,85 


46 


972 


69 




86 


47 


12,041 


69 




87 


48 


HO 


70 




88 


49 


180 


70 




89 


3,50 


12,250 


70 




3,90 


51 


320 


70 




91 


5» 


390 


71 




92 


53 


461 


71 




93 


54 


53* 


71 




94 


3,55 


12,603 


71 




3,95 


56 


674 


71 




96 


57 


745 


71 




97 


58 


816 


72 




98 


59 


888 


72 




99 


3,60 


12,960 






4,00 



12,960 

13,032 

104 

177 



72 
72 

73 
73 



250 73 



13,3*3 
396 

469 
542 

616 

13,690 

764 
838 

913 

988 

14,063 
138 
213 
288 

364 

14,440 
516 
592 
669 
746 

14,823 
900 

977 

15,054 

132 

15,210 
288 
366 

445 
524 

15,603 
682 
761 
840 
920 

16,000 



73 
73 
73 
74 
74 

74 
74 
75 
75 
75 

75 
75 
75 
76 
76 

76 
76 
77 
77 
77 

77 
77 
77 
78 
78 

78 
78 
79 
79 
79 

79 

79 

79 
80 

80 





4,00 


16,000 


80 






Ol 


080 


80 






02 


160 


81 






03 


241 


81 






04 


322 


81 






4,05 


16,403 


81! 






06 


484 


81 






07 


565 


81 






08 


646 


82 






09 


728 


82 






4,10 


16,810 


82 






II 


892 


82 






12 


974 


83 






13 


17,057 


83 






14 


140 


83 






4,15 


17,223 


83 






16 


306 


83 






17 


389 


83 






18 


472 


84 






19 


556 


84 






4,20 


17,640 


84 






21 


724 


84 






22 


808 


85 






23 


893 


85 






24 


978 


85 






4,15 


18,063 


85 






26 


148 


85 






27 


233 


85 






28 


318 


86 






29 


404 


86 






4,30 


18,490 


86 






31 


576 


86 






32 


662 


87 






33 


749 


87 






34 


836 


87 


■ 




4,35 


18,923 


87 






36 


19,010 


87 






37 


097 


87 






38 


184 


88 






39 


272 


88 






4,40 


19,360 







4,40 

41 
42 

43 
44 

4,45 
46 

47 
48 

49 

4,50 
51 
5» 
53 
54 

4,55 
56 
57 
58 

59 

4,60 
61 
62 

63 
64 

4,65 
66 

67 
68 

69 

4,70 
71 
7* 
73 
74 

4,75 
76 

77 
78 
79 

4,80 



19,360 


88 


448 


88 


536 


89 


625 


89 


7H 


89 


19,803 


89 


892 


89 


981 


89 


20,070 


90 


160 


90 


20,250 


90 


340 


90 


430 


91 


♦ 521 


91 


612 


91 


20,703 


91 


794 


91 


885 


91 


976 


92 


21,068 


92 


21,160 


92 


252 


92 


344 


93 


437 


93 


530 


93 


21,623 


93 


716 


93 


809 


93 


902 


94 


996 


94 


22,090 


94 


184 


94 


278 


95 


373 


95 


468 


95 


22,563 


95 


658 


95 


753 


95 


848 


96 


944 
23,040 


96 
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A. Quadrat-Tabelle. (Fortsetzung.) 



4,So 


23,040 


96 




8i 


136 


96 




8a 


232 


97 




83 


329 


97 




84 


426 


97 




4,85 


*3,5*3 


97 




86 


620 


97 




87 


7^7 


97 




.88 


814 


98 




89 


912 


98 




4,90 


24,010 


98 




91 


108 


98 




92 


206 


99 




93 


J05 


99 




94 


404 


99 




4,95 


^,503 


99 




96 


602 


99 




97 


701 


99 




98 


800 


100 




99 


900 


100 




5,00 


25,000 


100 




Ol 


100 


100 




0» 


200 


ioi 




03 


301 


lOI 




04 


402 


IOI 




5,05 


»5,503 


IOI 




06 


604 


IOI 




07 


705 


IOI 




08 


806 


102 




09 


908 


102 




5,10 


26,010 


102 




II 


112 


102 




12 


214 


103 




13 


317 


103 




14 


420 


103 




5,15 


26,523 


.103 




16 


626 


103 




17 


729 


103 




18 


832 


104 




19 


936 


104 




5,20 


27^040 







5,20 


27,040 


104 




5,60 


31,360 


1X2 




6,00 


36,000 


' 


21 


144 104 




61 


47» 


112 




Ol 


120 I 


22 


248 


105 




62 


584 


113 




02 


240 


^ 


23 


353 


105 




63 


697 


113 




03 


361 |i 


»4 


458 


105 




64 


810 


113 




04 


482 


I 


5,*5 


»7,563 


105 




5,65 


31,923 


113 




6,05 


36,603 


I 


26 


668 


105 




66 


32,036 


113 




06 


724 I 


27 


773 


105 




67 


149 


113 




07 


845 I 


28 


878 


106 




68 


262 


114 




08 


966 I 


29 


984 


106 




69 


376 


114 




09 


37,088 


I 


5,30 


28,090 


106 




5,70 


32,490 


114 




6,10 


37,210 


I 


31 


196 


106 




71 


604 


114 




II 


33» I 


32 


302 


107 




7» 


718 


"5 




12 


454 I 


33 


409 


107 




73 


833 


"5 




13 


577 




34 


516 


107 




74 


948 


"5 




14 


700 




5,35 


28,623 


107 




5,75 


33,063 


"5 




6,15 


37,8»3 


I 


36 


730 


107 




76 


178 


"5 




16 


946 




37 


837 


107 




77 


»93 


"5 




17 


38,069 




38 


944 


108 




78 


408 


116 




18 


192 




39 


29,052 


108 




79 


5»4 


116 




19 


316 




5,40 


29,160 


108 




5,80 


33,640 


h6 




6,20 


38,440 




41 


268 


108 




81 


756 


116 




21 


564 




42 


376 


109 




82 


872 


117 




22 


688 




43 


485 


109 




83 


989 


117 




»3 


813 




44 


594 


109 




84 


34,106 


117 




»4 


938 




5,45 


»9,703 


109 




5,85 


34,223 


117 




6,»5 


39,063 




46 


812 


109 




86 


340 


117 




26 


188 




47 


921 


109 




87 


457 


117 




»7 


313 




48 


30,030 


HO 




88 


574 


118 




28 


438 




49 


140 


HO 




89 


692 


118 




29 


564 




5,50 


30,250 


HO 




5'90 


34,810 


118 




6,30 


39,690 




51 


360 


HO 




91 


928 


118 




31 


816 




5* 


470 


III 




92 


35,046 


119 




3» 


94» 




53 


581 


III 




93 


165 


119 




33 


40,069 




54 


692 


III 




94 


284 


119 




34 


196 




5,55 


30,803 


III 




5,95 


35,403 


119 




6,35 


40,3»3 




56 


914 


III 




96 


522 


119 




36 


450 




57 


31,025 


III 




97 


641 


119 




37 


577 




58 


136 


112 




98 


760 


120 




38 


704 




59 


248 


112 




99 


880 


120 




39 


832 




5,60 


31,360 






6,00 


36,000 






6,40 


40,960 





[20 

[20 
[21 

:2i 

[21 

[21 
[21 
[21 
[22 
[22 

[22 
[22 
[23 
[23 
[23 

[23 

»3 
[23 

[24 

[M 
[24 

[24 
[25 
[25 

»5 

»5 

»5 

»5 
26 

26 

26 
26 

»7 

»7 
27 

»7 

»7 
27 

28 

28 
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A. Quadrat-Tabelle. (Fortsetzung.) 



6,40 


40,960 


128 




41 


41,088 


128 




42 216 


129 




43 345 


129 




44 


474 


129 




6,45 


41,603 


129 




46 


732 


129 




47 


861 


129 




48 


990 


130 




49 


42,120 


130 




6,50 


42,250 


130 




51 


380 


130 




5* 


510 


131 




53 


641 


131 




54 


772 


131 




6,55 


42,903 


131 




56 


43,034 


131 




57 


165 


131 




58 


296 


132 




59 


428 


132 




6,60 


43,560 


132 




61 


692 


132 




62 


824 


133 




63 


957 


133 




64 


44,090 


133 




6,65 


44,223 


133 




66 


356 


133 




67 


489 


133 




68 


622 


134 




69 


756 


134 




6,70 


44,890 


134 




71 


45,024 


134 




72 


158 


135 




73 


293 


135 




74 


428 


135 




6,75 


45,563 


135 




76 


698 


^35 




77 


«33 


135 




78 


968 


136 




79 


46,104 


136 




6,80 


46,240 







6,80 
81 
82 

83 
84 

6,85 

86 

87 
88 

89 

6,90 

91 
92 

93 
94 

6,95 
96 

97 
98 

99 
7,00 

Ol 

02 

03 
04 

7,05 
06 

07 
08 

09 

7,10 
II 
12 

13 
14 

7,15 
16 

17 
18 

19 
7,20 



46,240 
376 
512 

649 
786 

46,923 

47,060 

197 

334 
47* 

47,610 

748 
886 

48,025 

164 

48,303 
442 
581 
720 
860 

49,000 
140 
280 
421 
562 

49,703 
844 

985 

50,126 

268 

50,410 

55» 
694 

837 
980 

51,123 
266 

409 
552 
696 

51,840 



36 
36 
37 
37 
37 

37 
37 
37 
38 
38 

38 
38 
39 
39 
39 

39 

39 

39 
40 

40 

40 
40 

41 
41 
41 

41 
41 
41 
42 
42 

42 
42 

43 
43 
43 

43 
43 
43 
44 
44 



7,20 
21 
22 
23 

24 



51,840; 
984 

52,128 
273 
4^8 



7,^5 


-TT 

5^,563 


26 


708 


27 


853 


28 


998 


29 


53,144 


7,30 


53,290 


31 


436 


3* 


582 


33 


729 


34 


876 


7,35 


54,023 


36 


170 


37 


317 


38 


464 


39 


612 


7,40 


54,760 


41 


908 


42 


55,056 


43 


205 


44 


354 


7,45 


55,503 


46 


652 


47 


801 


48 


950 


49 


56,100 


7,50 


56,250 


51 


400 


5* 


550 


53 


701 


54 


852 


7,55 


57»oo3 


56 


154 


57 


305 


58 


456 


59 


608 


7,60 


57760 



144 




7,60 


57,760 


152 


144 




61 


912 152 


145 




62 


58,064 153 

1 


145 




63 


217 153 


145 




64 


370 


153 


145 




7.65 


58,5*3 


153 


145 




66 


676 


153 


145 




67 


829 


153 


146 




68 


982 


154 


146 




69 


59,136 


154 


146 




7,70 


59,290 


154 


146 




71 


444 


154 


147 




72 


598 


155 


147 




73 


753 


155 


147 




74 


908 


155 


147 




7,75 


60,063 


155 


147 


• 


76 


218 


155 


147 




77 


373 


155 


148 




78 


528 


156 


148 




79 


684 


156 


148 




7,80 


60,840 


156 


148 




81 


996 


156 


149 




. 82 


61,152 


157 


149 




83 


309 


157 


149 




84 


466 


157 


149 




7,85 


61,623 


157 


149 




86 


780 


157 


149 




87 


937 


157 


150 




88 


62,094 


158 


150 




89 


252 


158 


150 




7,90 


62,410 


158 


150 




91 


568 


158 


151 




92 


726 


159 


151 




93 


885 


159 


151 




94 


63,044 


159 


151 




7,95 


63,203 


159 


151 




96 


362 


159 


151 




97 


521 


159 


152 




98 


680 


160 


152 


> 


99 
8,00 


840 
64,000 


160 
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Ä. Quadrat-Tabelle. (Fortsetzung.) 



8,00 

Ol 

02 

03 
04 

8,05 
06 
07 
08 
09 

8,10 

II 

12 

13 

14 

8,15 
16 

18 

8,20 
21 
22 
23 

*4 

8,25 
26 
27 
28 
29 

8,30 

31 
32 

33 
34 

8,35 
36 

37 
38 
39 

8,40 



64,000 


160 




8,40 


70,560 


168 




8,80 


77,440 


176 




9,20 


84,640 




160 160 




41 


728 


168 




81 


616 


176 




21 


824 




320 161 




42 


896 


169 




82 


792 


177 




22 


85,008 




481 


i6t 




43 


71,065 


169 




83 


969 


177 




*3 


193 




642 


161 




44 


234 


169 




84 


78,146 


177 




24 


378 




64,803 


161 




8,45 


71,403 


169 




8,85 


78,3*3 


^77 




9,*5 


85,563 




964 


161 




46 


57* 


169 




86 


500 


^77 




26 


748 




65,125 


161 




47 


741 


169 




87 


677 


177 




27 


933 




. 286 


162 


1 


48 


910 


170 




88 


854 


178 




28 


86,118 




448 


162 




49 


72,080 


170 




89 


79,032 


178 




29 


304 




65,610 


162 




8,50 


72,250 


170 




8,90 


79,210 


178 




9,30 


86,490 




772 


162 




51 


420 


170 




91 


388 


178 




31 


676 




934 


163 




5* 


590 


171 




92 


566 


179 




32 


862 




66,097 


163 




53 


761 


171 




93 


745 


^79 




33 


87,049 




260 


163 




54 


932 


171 




94 


924 


179 




34 


236 




66,423 


163 




8,55 


73,103 


171 




8,95 


80,103 


179 




9,35 


87,4*3 


X 


586 


163 




56 


274 


171 




96 


282 


179 




36 


610 


^ 
^ 


749 


163 




57 


445 


171 




97 


461 


179 




37 


797 




912 


164 




58 


616 


172 




98 


640 


180 




38 


984 


j 


67,076 


164 




59 


788 


172 




99 


820 


180 




39 


88,172 


x 


67,240 


164 




8,60 


73,960 


172 




9,00 


81,000 


180 




9,40 


88,360 




404 


164 




61 


74,13a 


172 




Ol 


180 


180 




41 


548 


JL 


568 


X65 




62 


304 


173 




02 


360 


181 




42 


736 


X 


733 


165 




63 


477 


173 




03 


541 


181 




43 


9*5 


X 


898 


165 




64 


650 


173 




04 


722 


181 




44 


89,114 


X 


68,063 


165 




8,65 


74,823 


173 




9,05 


81,903 


181 




9,45 


89,303 


X 


228 


165 




66 


996 


173 




06 


82,084 


181 




46 


492 


X 


393 


165 




67 


75,169 


173 




07 


265 


181 




47 


681 


X 


558 


166 




68 


34a 


174 




08 


446 


182 




48 


870 


T 


724 


166 




69 


516 


174 




09 


628 


182 




49 


90,060 


J 


68,890 


166 




8,70 


75,690 


174 




9,10 


82,810 


182 




9,50 


90,250 


x 


69,056 


166 




71 


864 


174 




II 


992 


182 




51 


440 




222 


167 




7* 


76,038 


175 




12 


83,174 


183 




5* 


630 




389 


167 




73 


213 


175 




13 


357 


183 




53 


821 




556 


167 




74 


388 


175 




14 


540 


183 




54 


91,012 




69,723 


167 




8,75 


76,563 


175 




9,15 


83,7*3 


183 




9,55 


91,203 




890 


167 




76 


738 


175 




16 


906 


183 




56 


394 




70,057 


167 




77 


913 


175 




17 


84,089 


183 




57 


585 




224 


168 




78 


77,088 


176 




18 


272 


184 




58 


776 




392 


168 




79 


264 


176 




19 


456 


184 




59 


968 




70,560 






8,80 


77,440 






9,20 


84,640 






9,60 


92,160 





84 

84 

8s 
85 
85 

85 

85 

85 
86 

86 

86 
86 

87 
87 
87 

87 

87 

87 
88 

88 

88 
88 

89 

89 
89 

89 
89 

89 

90 

90 

90 

90 
91 
91 
9* 

91 

9» 

91 
94 

9» 



9,6o 


9»,i6o 


19* 




10,00 


6i 


35» 


191 




ot 


H 


544 


193 




02 


63 


737 


19J 




03 


64 


9JO 


193 




04 


9.65 


93,"3 


193 




10,05 


66 


3.6 


193 




06 


67 


509 


193 




07 


68 


70a 


194 




08 


69 


S96 


194 




09 


9.70 


94,090 


194 




10,10 


7» 


184 


194 




II 


7» 


478 


195 




la 


7S 


673 


195 




»3 


74 


868 


'95 




14 


9.75 


9S.063 


195 




10,15 


76 


»58 


'95 




16 


77 


453 


»95 




17 


78 


648 


196 




iS 


79 


844 


196 




19 


9,80 


96,040 


.96 




io,ao 


81 


»,6 


.96 




31 


81 


43* 


197 




M 


83 


6>9 


197 




«J 


84 


S36 


'97 




S4 


9.85 


97.'»3 


197 




".«5 


86 


MO 


197 




a6 


87 


417 


197 




»7 


88 


614 


198 




»8 


89 


Si^ 


198 




19 


9,90 


98,0.0 


198 




10.30 


9» 


ao8 


198 




3' 


9» 


406 


199 




3* 


93 


60s 


199 




33 


94 


804 


"99 




34 


9.95 


99,003 


199 




".35 


96 


aoa 


199 




36 


97 


401 


.99 




37 


98 


600 






38 


99 


800 


aoo 




39 


0,00 


100,000 






10,40 



IfiO.OOO 


iOO 




10^0 


lOO 


aoo 




4> 


400 

601 


W>I 




4» 

43 


8oa 


»0. 




44 


I0l,0OJ 


ooi 




1045 


.04 


101 




46 


405 


101 




47 


606 


101 




48 


«08 


»Ol 




49 


ioa.0.0 






10,50 


i,a 


aoa 




5* 


4.4 


a03 




Sa 


6.7 


ao3 




53 


82a 


ao3 




54 


103,013 


aoi 




10.SS 


a,6 


ao3 




56 


4.9 


ao3 




57 


63a 


ao4 




58 


836 


ao4 




59 


104,040 


ao4 




10,60 


144 


ao4 




61 


4*8 


ao5 




6a 


653 


ao5 




63 


8,8 


ao5 




64 


105,063 


105 




10,65 


a68 


ao5 




66 


473 


105 




67 


678 


106 




68 


884 


ao6 




69 


106,090106 




10,70 


196 ao6 




71 


SOtjao? 




7» 


709 ao7 




73 


916 ao7 




74 


iC7,ia3 ao7 




»0.75 


330107 




76 


537107 




77 


744ao8 




78 


95aaog 




79 


108,160 






10,80 



108,160 aoS 




10,80 


1,6,640 


36SaoS 




81 


856 


5761*09 




8a 


117,07a 


785jao9 




83 


a89 


994 ao9 




84 


506 


109, ao3 109 




io,8s 


"7.7*3 


4it:*o(i 




86 


940 


6*1 aoQ 




87 


"8,157 


.,o.,o 




88 


374 






89 


59» 


1 
iio,a5o|aio 




10,90 


1.8,8.0 


46o!aio 




91 


"9.0*8 


670'a.i 




9» 


a46 


SSi'a.i 




93 


465 


lii,o9aaii 




94 


684 


111,303'aii 




'«.95 


119,903 


5.4*11 




96 


iao,iaa 


7i5:aii 




97 


341 


gStiaia 




98 


560 


iia,i48aia 




99 


780 


iia,j6oaii 




11,00 


la 1,000 


57a'*- 




Ol 


aao 


784*'3 




oa 


440 


997*13 




03 


661 


ii3,iia»i3 




04 


88a 


13 3,4*3 *'3 




11,05 


iaa,ioj 


036113 




o& 


3*4 


849113 




07 


545 


114,061114 




08 


766 


176114 




09 


988 


II 4,490' ai4 




11,10 


ia3,aio 


704'ii4 




II 


43* 


9'S;*'5 




la 


654 


115,1331115 




13 


877 


348a.5 




'4 


ia4,ioo 


115,563115 




11,15 


1*4.3*3 


778115 




16 


546 


993115 




'7 


769 


116,108116 




18 


99* 


414116 




'9 


,a5,ai6 


.,6,6,J 




11, ao 


1*5,440 
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Anhang B (zn § 26). 

Relative Wahracheuiliclikeit der yerschiedeneii Fehler und Walus 
flcliemlielikeitf dafs dieselben nieU ftberseliritten werden. 



X y 


fydx 




X 


y 


fyd^ 




X 


y 


fydx 


0,0 


0,269083 


0,000000 




1 
2,5 0,064932 


0,908247 




5,0 


0,000912 


0,999255 


0,1 


268471 


053776 




2,6 057820 


920513 




5,1 


000725 


999418 


o,a 


266645 


107308 




a,7 


051253 


9314H 




5,a 


000574 


999547 


0,3 


263630 


160355 




2,8 


045226 


941050 




5,3 


000452 


999649 


0,4 


259465 


212683 




*,9 


039726 


949536 




5,4 


000354 


999729 


0,5 


0,254207 


0,264068 




3,0 


0,034737 


0,956974 




5,5 


0,000276 


0,999792 


0,6 


247926 


314298 




3,1 030236 


963463 




5,6 


000215 


999841 


0,7 


240702 


363176 




3,2 026199 


969099 




5,7 


000166 


999879 


o,S 


232627 


410522 




3,3 


022599 


973972 




5,8 


000128 


999908 


0,9 


223804 


456176 




3,4 


019404 


978166 




5,9 


000098 


999931 


1,0 


0,214337 


0,500000 




3,5 


0,016586 


0,981759 




6,0 


0,000075 


0,999948 


1,1 


204339 


541875 




3,6 


OI4II2 


984823 




6,1 


000057 


999961 


I,» 


193923 


581707 




3,7 


OII953 


987425 




6,2 


000043 


999971 


1,3 


183203 


619424 




3,8 


010078 


989624 




6,3 


000032 


999978 


1,4 


172290 


654976 




3,9 


008459 


991474 




6,4 


000024 


999984 


.^'5 


0,161292 


0,688335 




4,0 


0,007068 


0,993023 


■ 


6,5 


0,000018 


0,999988 


1,6 


150310 


719494 




4,1 


005878 


994314 




6,6 


000013 


999991 


1,7 


139440 


748466 




4,* 


004867 


995386 




6,7 


ooooio 


999993 


1,8 


128769 


775*83 




4,3 


0040 II 


996272 




6,8 


000007 


999995 


1,9 


118375 


799992 




4,4 


003291 


997000 




6,9 


000005 


999996 


a,o 


0,108326 


0,822656 




4,5 


0,002688 


0,997596 




7,0 


0,000004 


0,999997 


a,i 


098680 


843349 




4,6 


002185 


998082 




7,1 


000003 


999998 


a,a 


089485 


862158 




4,7 


001769 


998476 




7,* 


000002 


999998 


*,3 


08077& 


879176 




4,8 


001425 


998794 




7,3 


OOOOOI 


999999 


M 


072588 


894504 




4,9 


OOII43 


999050 




7,4 


OOOOOI 


999999 


^,5 


0,064932 


0,9^8247 




5,0 


0,000912 


0,999255 




7,5 
7,6 


0,000000 
000000 


0,999999 
1,000000 
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Anhai^ C (zu § 32). 

Wahnekeinlielikeit d«r üebenebreitiuig bestinuiter positiver Febler* 

grausen. 



X 


V 




X 


W 




X 


W, 


0,0 


0,500000 




»,5 


0,045876 




5.0 


0,000372 


0,1 


473 II» 




*,6 


039744 




5,1 


000291 


0,2 


446346 




*,7 


034294 




5.» 


000226 


0,3 


41982» 




2,8 


029475 




5>3 


000176 


0,4 


393658 




*,9 


025232 




5.4 


000135 


0,5 


0,367966 




3,0 


0,021513 




5,5 


0,000104 


0,6 


342851 




3,1 


018269 




5,6 


000079 


0,7 


318412 




3,* 


015450 




5,7 


000061 


0,8 


294739 




3,3 


013014 




5.« 


000046 


0,9 


271912 




3,4 


010917 




5,9 


000035 


1,0 


0,250000 




3,5 


0,009121 




6,0 


0,000026 


1,1 


229062 




3,6 


007588 




6.1 


OOOOI9 


I,» 


209147 




3,7 


006287 




6,» 


OOOOI4 


1,3 


190288 




3,8 


005188 




6,3 


OOOOII 


1,4 


172512 




3,9 


004263 




64 


000008 


1,5 


0,155832 


• 


4,0 


0,003489 




6,5 


o,oöpoo6 


1,6 


140253 




4,1 


002843 




6,6 


000004 


1,7 


125767 




4,» 


002307 




6,7 


000003 


1,8 


112358 




4,3 


001864 




6,8 


000002 


1,9 


100004 




4,4 


001500 




6,9 


000002 


»,o 


0,088672 




4,5 


0,001202 




7,0 


0,000001 


»,i 


078326 




4,6 


000959 




7,1 


OOOOOI 


a,a 


068921 




4,7 


000762 




7,a 


OOOOOI 


*,3 


060412 




4,8 


000603 




7,3 


000000 


»,4 


052748 




4,9 


000475 








»,5 


0,045876 




5,0 


0,000372 









Oodmokt bei A. W. Sohadb in Berlin, Stallsobrtibentr. 47. 



